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�« ¢  1.

�®°®£ ¯°®²¥ª ­¨¿
1.1. �¢  ³·�¥­»µ ¬³¦  ª°®¬± ¾² ½ª° ­­³¾ ±¥²ª³

�¥ ² ª ³¦¥ · ±²® ¢ ±®¢°¥¬¥­­»µ ­ ³·­»µ ¦³°­ « µ ¯®¿¢«¿¾²±¿

®²·�¥²» ®¡ ½ª±¯¥°¨¬¥­² µ, ®¡º¥ª²®¬ ª®²®°»µ ¿¢«¿¥²±¿, ­ ¯°¨¬¥°,

ª³±®ª ®¡»ª­®¢¥­­®© ½ª° ­­®© ±¥²ª¨, ª³¯«¥­­®© ± ­¥±ª®«¼ª® ­¥-

®¡»·­®© ¶¥«¼¾ [1] (�°¿¬®¥ ­ §­ ·¥­¨¥ ½ª° ­­®© ±¥²ª¨ ±®±²®¨²

¢ ²®¬, ·²®¡» § ¹¨¹ ²¼ ° §«¨·­³¾ ° ¤¨® ¯¯ ° ²³°³ ®² ½«¥ª²°¨-

·¥±ª¨µ ¯®¬¥µ.) ¢ ¡«¨¦ ©¸¥¬ ¬ £ §¨­¥ ±ª®¡¿­»µ ¨§¤¥«¨©. � µ®²¿

±² ²¼¿  ¬¥°¨ª ­±ª¨µ ´¨§¨ª®¢ � ²±®­  ¨ �¨± , ¯®¿¢¨¢¸ ¿±¿ ¢ ¦³°-

­ «¥ À�¨§¨ª« �¥¢¼¾Á §  1974 £. ¡»«  ¤ «¥ª® ­¥ ¯¥°¢®© ° ¡®²®© ¢

®¡« ±²¨ ²¥®°¨¨ ¯°®²¥ª ­¨¿, ­ ¸ ° ±±ª § ­ ·­¥²±¿ ¨¬¥­­® ± ­¥�¥.
�³±®ª ±¥²ª¨, ± ª®²®°»¬ ° ¡®² «¨ � ²±®­ ¨ �¨±, ¨¬¥« ª¢ ¤° ²-

­³¾ ´®°¬³ ¨ ±®¤¥°¦ « 137 � 137 = 18769 ³§«®¢ ± ° ±±²®¿­¨¥¬
1
4
¤¾©¬  = 6,35 ¬¬ ¬¥¦¤³ ±®±¥¤­¨¬¨ ³§« ¬¨. �±±«¥¤®¢ ²¥«¨ ¯°¨-

¯ ¿«¨ ª ¤¢³¬ ¯°®²¨¢®¯®«®¦­»¬ ±²®°®­ ¬ ª¢ ¤° ²  ¬¥¤­»¥ ½«¥ª-

²°®¤» ¨ ¢ª«¾·¨«¨ ±¥²ª³ ¢ ½«¥ª²°¨·¥±ª³¾ ¶¥¯¼ (°¨±. 1.1,  ), ·²®¡»

¨§¬¥°¨²¼ ¥�¥ ±®¯°®²¨¢«¥­¨¥. � ²¥¬ ®­¨ ±² «¨ ¡«®ª¨°®¢ ²¼ ®²¤¥«¼-

­»¥ ³§«» ¨ ¨§³· ²¼ ½«¥ª²°¨·¥±ª®¥ ±®¯°®²¨¢«¥­¨¥ ¢ § ¢¨±¨¬®±²¨

9
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®² ¤®«¨ ¡«®ª¨°®¢ ­­»µ ³§«®¢. � ª ¯®ª § ­® ­  °¨±. 1.1, ¡, ¢, ¡«®-

ª¨°®¢ª  ³§«  ±®±²®¿«  «¨¸¼ ¢ ²®¬, ·²® ª³± ·ª ¬¨ ¯¥°¥°¥§ «¨±¼

¢±¥ ·¥²»°¥ ¯°®¢®«®ª¨, ª®²®°»¥ ±¢¿§»¢ «¨±¼ ½²¨¬ ³§«®¬.

� ¦¤»© ­®¢»© ³§¥«, ¯®¤«¥¦ ¹¨© ¡«®ª¨°®¢ª¥, ¢»¡¨° «±¿ ±°¥-

¤¨ ­¥²°®­³²»µ ° ­¥¥ ³§«®¢ ±«³· ©­®. � ¯°¨­¶¨¯¥, ¤«¿ ½²®£® ¬®¦-

­® ¡»«® ¡» ­ ¯¨± ²¼ ª®®°¤¨­ ²» ª ¦¤®£® ³§«  ­  ®²¤¥«¼­®© ¡³-

¬ ¦ª¥, ¯®«®¦¨²¼ ¢±¥ ¡³¬ ¦ª¨ ¢ ¸ ¯ª³, µ®°®¸¥­¼ª® ¯¥°¥¬¥¸ ²¼

¨ ¢»­¨¬ ²¼ ¯® ®¤¨­®·ª¥. �¤­ ª® ¯°¨ ¡®«¼¸®¬ ª®«¨·¥±²¢¥ ³§«®¢

² ª ¿ ¯°®¶¥¤³°  (ª ª ¨ ¤°³£¨¥ ¬¥µ ­¨·¥±ª¨¥ ±¯®±®¡» ¦¥°¥¡¼¥¢-

ª¨) ª° ©­¥ ­¥³¤®¡­  ¨ ¯®²®¬³ ³·¥­»¥ ¯®«¼§®¢ «¨±¼ ±«³· ©­®©

¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼¾ ª®®°¤¨­ ² ³§«®¢, ±®±² ¢«¥­­®© ���. �¨¦¥

¡³¤¥² ¯®¤°®¡­® ®¯¨± ­®, ª ª¨¬ ±¯®±®¡®¬ ¬®¦­® À§ ±² ¢¨²¼Á ���

£¥­¥°¨°®¢ ²¼ ±«³· ©­»¥ ·¨±« ,   ¯®ª  ¡¥§ ¢±¿ª®£® ³¹¥°¡  ¤«¿

¯®­¨¬ ­¨¿ ¬®¦­® ¬»±«¥­­® § ¬¥­¨²¼ ��� ¸ ¯ª®©.

�±­®, ·²® ¯® ¬¥°¥ ³¢¥«¨·¥­¨¿ ·¨±«  ¡«®ª¨°®¢ ­­»µ ³§«®¢ ½«¥ª-

²°®¯°®¢®¤­®±²¼ ±¥²ª¨ ³¬¥­¼¸ « ±¼. (�«¥ª²°®¯°®¢®¤­®±²¼¾ ­ §»-

¢ ¥²±¿ ¢¥«¨·¨­ , ®¡° ²­ ¿ ±®¯°®²¨¢«¥­¨¾. �®¯°®²¨¢«¥­¨¥ ¨§¬¥-

°¿¥²±¿ ¢ ®¬ µ (�¬),   ½«¥ª²°®¯°®¢®¤­®±²¼ | ¢ ®¡° ²­»µ ®¬ µ

(�¬�1).) �®«¥¥ ²®£®, ¥±«¨ ®¡®§­ ·¨²¼ ·¥°¥§ µ ®²­®¸¥­¨¥ ·¨±« 

­¥¡«®ª¨°®¢ ­­»µ ³§«®¢ ª ¯®«­®¬³ ·¨±«³ ³§«®¢ (1372), ²® ¯°¨ ­¥-

ª®²®°®¬ §­ ·¥­¨¨ µ, ª®²®°®¥ ¬» ¡³¤¥¬ ¢ ¤ «¼­¥©¸¥¬ ­ §»¢ ²¼

¯®°®£®¢»¬ (ª°¨²¨·¥±ª¨¬) §­ ·¥­¨¥¬ ¨«¨ ¯®°®£®¬ ¯°®²¥ª ­¨¿ ¨

®¡®§­ · ²¼ ·¥°¥§ xc, ½«¥ª²°®¯°®¢®¤­®±²¼ ®¡° ¹ « ±¼ ¢ ­³«¼. �²®

¯°®¨±µ®¤¨«®, ª®£¤  ¯¥°¥°¥§ «±¿ ¯®±«¥¤­¨© ¯³²¼, ±¢¿§»¢ ¾¹¨© «¥-

¢»© ¨ ¯° ¢»© ½«¥ª²°®¤». �¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¢¥«¨·¨­» xc ¨ ¿¢«¿«®±¼

®¤­®© ¨§ § ¤ · ½ª±¯¥°¨¬¥­² . �»«® ­ ©¤¥­®, ·²® xc = 0;59.

� ¢¥°­®¥, ¯¥°¢»© ¢®¯°®±, ª®²®°»© ²°¥¡³¥² ®¡º¿±­¥­¨¿, ±®±²®¨²
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�¨±. 1.1. �µ¥¬  ½ª±¯¥°¨¬¥­²  � ²±®­  ¨ �¨± .  ) �±µ®¤­ ¿ ±¥²ª . �®«¨·¥±²¢®
³§«®¢ ­  °¨±³­ª¥ ±¨«¼­® ³¬¥­¼¸¥­®; ¡) ª³±®ª ±¥²ª¨ ± ¡«®ª¨°®¢ ­­»¬¨ ³§« -
¬¨. �«®ª¨°®¢ ­­»¥ ³§«» ¯®ª § ­» ·�¥°­»¬¨ ª°³¦ª ¬¨,   ­¥¡«®ª¨°®¢ ­­»¥ |
±¢¥²«»¬¨; ¢) ·�¥°­»© ³§¥« ®§­ · ¥² ° §°»¢ ª®­² ª²  ¬¥¦¤³ ·¥²»°¼¬¿ ¯°®¢®«®-
ª ¬¨, ª®²®°»¥ ±¢¿§»¢ ¥² ³§¥«, ±¢¥²«»© ³§¥« ±®µ° ­¿¥² ª®­² ª². �¥°¥§ ·�¥°­»¥
³§«» ½«¥ª²°¨·¥ª¨© ²®ª ­¥ ²¥·�¥² ­¨ ¢ ª ª®¬ ­ ¯° ¢«¥­¨¨, ·¥°¥§ ±¢¥²«»¥ ³§«»
²®ª ²¥·�¥² ¢ «¾¡®¬ ­ ¯° ¢«¥­¨¨.

¢ ²®¬, ¿¢«¿¥²±¿ «¨ ¢¥«¨·¨­  xc ±«³· ©­®© ¨ ­¥¢®±¯°®¨§¢®¤¨¬®© ®²

®¯»²  ª ®¯»²³ ¨«¨ ¢¯®«­¥ ®¯°¥¤¥«�¥­­®©? �®¯³±²¨¬, ·²® ¬» ¯®¢²®-

°¨«¨ ½ª±¯¥°¨¬¥­², ¢§¿¢ ¤°³£®© ª³±®ª ½ª° ­­®© ±¥²ª¨ ¨ ¢®±¯®«¼-

§®¢ ¢¸¨±¼ ¤°³£®© ±«³· ©­®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼¾ ¡«®ª¨°³¥¬»µ

³§«®¢. �¤° ¢»© ±¬»±« ¯®¤±ª §»¢ ¥², ·²® ¯®±ª®«¼ª³ ­  ª ¦¤®¬

½² ¯¥ ¢±¿ ª®­´¨£³° ¶¨¿ ¡«®ª¨°®¢ ­­»µ ¨ ¶¥«»µ ³§«®¢ ¢® ¢²®°®¬

½ª±¯¥°¨¬¥­²¥ ­¨±ª®«¼ª® ­¥ ¯®µ®¦  ­  ²®, ·²® ¡»«® ¢ ¯¥°¢®¬ ½ª±-
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¯¥°¨¬¥­²¥, ²® ° §°»¢ ¯®±«¥¤­¥£® ¯³²¨, ±®¥¤¨­¿¾¹¥£® ½«¥ª²°®¤»,

²®¦¥ ¤®«¦¥­ ¯°®¨§®©²¨ ¯°¨ ¤°³£®¬ §­ ·¥­¨¨ µ, ² ª ·²® ¢¥«¨·¨­ 

µc, ¯®«³·¥­­ ¿ ¢® ¢²®°®¬ ½ª±¯¥°¨¬¥­²¥, ¤®«¦­  ¡»²¼ ¨­®©. �²®,

ª®­¥·­®, ¯° ¢¨«¼­®.

�®°®£®¢®¥ §­ ·¥­¨¥ xc ¢ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®¬ ½ª±¯¥°¨¬¥­²¥ ¿¢«¿¥²-

±¿ ¢¥«¨·¨­®© ±«³· ©­®©. �®±ª®«¼ª³ ² ª®£® °®¤  ¢¥«¨·¨­» ¡³¤³²

´¨£³°¨°®¢ ²¼ ¢±¾¤³ ­  ¯°®²¿¦¥­¨¨ ½²®© ª­¨£¨, ¯®«¥§­® ± ± ¬®£®

­ · «  ¯®¿±­¨²¼:
1.2. �²® ² ª®¥ ±«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­ ?

� ¬ ²¥¬ ²¨ª¥ ² ª ­ §»¢ ¾² ¢¥«¨·¨­³, ® ª®²®°®© ¨§¢¥±²­®, ª -

ª¨¥ §­ ·¥­¨¿ ®­  ¯°¨­¨¬ ¥² ¨ ª ª · ±²® ®­  ¯°¨­¨¬ ¥² ²® ¨«¨

¨­®¥ §­ ·¥­¨¥, ­® ­¥¨§¢¥±²­® (¨ ­¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¨§¢¥±²­® ¢ ° ¬-

ª µ ¤ ­­®© ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© § ¤ ·¨), ª ª®¥ ¨¬¥­­® §­ ·¥­¨¥ ®­ 

¯°¨¬¥² ¢ «¾¡®¬ ª®­ª°¥²­®¬ ±«³· ¥.
�®² ª« ±±¨·¥±ª¨© ¯°¨¬¥° ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­»: ¡°®± ¾² ­  ±²®«

¸¥±²¨£° ­­»© ª³¡¨ª ± ­®¬¥° ¬¨ ­  ª ¦¤®© £° ­¨. �«³· ©­®©

¢¥«¨·¨­®© ¿¢«¿¥²±¿ ­®¬¥° £° ­¨, ®ª § ¢¸¥©±¿ ±¢¥°µ³. � ª ¿ ¢¥-

«¨·¨­  ­ §»¢ ¥²±¿ ¤¨±ª°¥²­®©, ¯®²®¬³ ·²® ®­  ¯°¨­¨¬ ¥² «¨¸¼

­¥ª®²®°»¥ ®¯°¥¤¥«¥­­»¥ §­ ·¥­¨¿ (¢ ¤ ­­®¬ ±«³· ¥ ¸¥±²¼ §­ ·¥-

­¨© | 1, 2, 3, 4, 5, 6). �°¥¤±ª § ²¼ § ° ­¥¥, ª ª®¥ ¨¬¥­­® ·¨±«®

¯®«³·¨²±¿ ¢ ¤ ­­®¬ ®¯»²¥ (². ¥. ¯°¨ ¤ ­­®¬ ¡°®±ª¥) ­¥¢®§¬®¦­®,

­® ¬®¦­® ¯°¥¤±ª § ²¼ ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® ¯®«³·¨²±¿ ®¯°¥¤¥«¥­-

­®¥ ·¨±«® (­ ¯°¨¬¥°, 4). �®¯³±²¨¬, ·²® ±¤¥« ­® ­¥ª®²®°®¥ ·¨±«®

®¯»²®¢, ° ¢­®¥ Q, ¯°¨·¥¬ ·¨±«® 4 ¢»¯ «® ¢ Q4 ±«³· ¿µ. �²­®-

¸¥­¨¥
Q4
Q

­ §»¢ ¥²±¿ ®²­®±¨²¥«¼­®© · ±²®²®© ¯®¿¢«¥­¨¿ ¤ ­­®£®
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§­ ·¥­¨¿ ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» (·¨±«  4). �±«¨ ¯®«­®¥ ·¨±«® ®¯»-

²®¢ ­¥ ®·¥­¼ ¢¥«¨ª®, ²® ½²® ®²­®¸¥­¨¥ ª®«¥¡«¥²±¿: ¥±«¨ ±¤¥« ²¼

¥¹¥ ®¤­³ ±¥°¨¾ ¨§Q ®¯»²®¢, ²® ¢ ­®¢®© ±¥°¨¨ ®²­®¸¥­¨¥
Q4
Q
¬®¦¥²

¡»²¼ ±³¹¥±²¢¥­­® ¨­»¬. �¤­ ª® ¯°¨ ³¢¥«¨·¥­¨¨ ·¨±«  ®¯»²®¢ Q

½²¨ ª®«¥¡ ­¨¿ ±² ­®¢¿²±¿ ¢±¥ ¬¥­¼¸¥ ¨ ¬¥­¼¸¥. �°¥¤¥«, ª ª®²®°®-

¬³ ±²°¥¬¨²±¿ ®²­®±¨²¥«¼­ ¿ · ±²®²  ¯®¿¢«¥­¨¿ ¤ ­­®£® §­ ·¥­¨¿

±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­», ­ §»¢ ¾² ¢¥°®¿²­®±²¼¾ ½²®£® §­ ·¥­¨¿.

�¡®§­ ·¨¬ ¢¥°®¿²­®±²¼ ¯®¿¢«¥­¨¿ ·¨±«  4 ·¥°¥§ � (4). �±«¨ ª³-

¡¨ª À·¥±²­»©Á, ². ¥. ¢±¥ ¥£® £° ­¨ ®¤¨­ ª®¢», ²® ¢¥«¨·¨­³ � (4)

«¥£ª® ¯°¥¤±ª § ²¼. �¾¡ ¿ ¨§ ¸¥±²¨ £° ­¥© ª³¡¨ª  ¢ ±°¥¤­¥¬ ¤®«¦-

­  ®ª §»¢ ²¼±¿ ±¢¥°µ³ ®¤¨­ ª®¢®¥ ·¨±«® ° §, ² ª ·²®, ¥±«¨ ·¨±«®

Q ¢¥«¨ª®,
Q4
Q
=

Q3
Q
= : : : = 1

6
: � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢¥°®¿²­®±²¨ ¯®¿¢«¥-

­¨¿ ¢±¥µ ·¨±¥« ®¤¨­ ª®¢» ¨ ° ¢­» 1
6
.

�² ª, ¯°¨ ®·¥­¼ ¡®«¼¸®¬ ·¨±«¥ ¡°®±ª®¢ ±«³· ©­®±²¼ ³µ®¤¨² ­ 

§ ¤­¨© ¯« ­, ®±² ¢«¿¿ ¬¥±²® § ª®­®¬¥°­®±²¨ | ±¨¬¬¥²°¨¨ £° ­¥©

ª³¡¨ª .
1.3. �°¥¤­¥¥ §­ ·¥­¨¥ ¨ ¤¨±¯¥°±¨¿

�¥°­�¥¬±¿ ª ®¯»²³ ± ½ª° ­­®© ±¥²ª®©. �»«® ¢»¿±­¥­®, ·²® ¯®-

±ª®«¼ª³ ¢ ®¯»²¥ ¨±¯®«¼§®¢ « ±¼ ±«³· ©­ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼

¡«®ª¨°®¢ ­­»µ ³§«®¢, ²® ª°¨²¨·¥±ª ¿ ª®­¶¥­²° ¶¨¿ xc, ¯°¨ ª®²®-

°®© ¯°¥°»¢ ¥²±¿ ²®ª ¬¥¦¤³ «¥¢»¬ ¨ ¯° ¢»¬ ½«¥ª²°®¤ ¬¨, ² ª¦¥

¿¢«¿¥²±¿ ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­®©, ¨ ¯°¥¤±ª § ²¼, ·¥¬³ ®­  ° ¢­  ¢

ª ¦¤®¬ ª®­ª°¥²­®¬ ½ª±¯¥°¨¬¥­²¥, § ° ­¥¥ ­¥¢®§¬®¦­®.
�¥®°¥²¨·¥±ª¨© ¯®¤µ®¤ ª ¢®¯°®±³ ¬®¦¥² ±®±²®¿²¼ ¢ ²®¬, ·²®-

¡» ¨§³·¨²¼ À±°¥¤­¨¥Á ±¢®©±²¢  ¢¥«¨·¨­» x±, ². ¥. ±¢®©±²¢ , ¯°®-
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¿¢«¿¾¹¨¥±¿ ¢ ¤®±² ²®·­® ¡®«¼¸®¬ ª®«¨·¥±²¢¥ ½ª±¯¥°¨¬¥­²®¢, ¢»-

¯®«­¥­­»µ ¯°¨ ®¤¨­ ª®¢»µ ³±«®¢¨¿µ. �²¨¬¨ ³±«®¢¨¿¬¨ ¿¢«¿¾²±¿,

¢®-¯¥°¢»µ, ¯®«­®¥ ·¨±«® ³§«®¢ ±¥²ª¨ N (1372 ¢ ®¯¨± ­­®¬ ¢»¸¥

½ª±¯¥°¨¬¥­²¥), ¢®-¢²®°»µ, ±¢®©±²¢  £¥­¥° ²®°  ±«³· ©­»µ ·¨±¥«,

§ ¤ ¾¹¥£® ±«³· ©­³¾ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ¡«®ª¨°³¥¬»µ ³§«®¢. �®,

·²® ±¢®©±²¢  £¥­¥° ²®°  ­¥ ¤®«¦­» ¬¥­¿²¼±¿ ®² ½ª±¯¥°¨¬¥­²  ª

½ª±¯¥°¨¬¥­²³, ¢®¢±¥ ­¥ ®§­ · ¥², ·²® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ¡«®ª¨-

°³¥¬»µ ³§«®¢ ¤®«¦­» ¡»²¼ ®¤¨­ ª®¢»¬¨. (�®£¤  ¡»«¨ ¡» ®¤¨­ -

ª®¢»¬¨ ¨ ¢±¥ §­ ·¥­¨¿ xc!) �³¦­® «¨¸¼, ·²®¡» ¢® ¢±¥µ ½ª±¯¥°¨-

¬¥­² µ ¨±¯®«¼§®¢ «±¿ ®¤¨­ ¨ ²®² ¦¥ ±¯®±®¡ ±®§¤ ­¨¿ ±«³· ©­®©

¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ¡«®ª¨°³¥¬»µ ³§«®¢ (­ ¯°¨¬¥°, ¸ ¯ª  ± ¡³-

¬ ¦ª ¬¨).

�»¯®«­¨¢ Q ½ª±¯¥°¨¬¥­²®¢ ± ±¥²ª®© ¨§ N ³§«®¢, ¯®«³·¨¬ Q

§­ ·¥­¨© xi, £¤¥ i | ­®¬¥° ½ª±¯¥°¨¬¥­² . � ¯°¨¬¥°, µ15 ®¡®§­ -

· ¥² xc, ª®²®°®¥ ¢®§­¨ª«® ¢ ¯¿²­ ¤¶ ²®¬ ¯® ±·¥²³ ½ª±¯¥°¨¬¥­²¥.

� ¨¡®«¥¥ ¢ ¦­®© ¨§ ±°¥¤­¨µ ¢¥«¨·¨­ ¿¢«¿¥²±¿ ±°¥¤­¥¥  °¨´¬¥-

²¨·¥±ª®¥ �xQ, ª®²®°®¥ ¯®«³·¨²±¿, ¥±«¨ ±«®¦¨²¼ ¢±¥ §­ ·¥­¨¿ xi ¨

¯®¤¥«¨²¼ ±³¬¬³ ­  ·¨±«® ®¯»²®¢ Q:

�xQ =
x1 + x2 + � � �+ xQ

Q
: (1.1)

�¥°²  ­ ¤ ¡³ª¢®© ¨ ¨­¤¥ª± Q ®§­ · ¾², ·²® ¯°®¨§¢¥¤¥­® ³±°¥¤­¥-

­¨¥ ¯® °¥§³«¼² ² ¬ Q ®¯»²®¢. �¥«¨·¨­  �xQ ¢±¥ ¥¹�¥ ¿¢«¿¥²±¿ ±«³-

· ©­®©. �±«¨ ±¤¥« ²¼ ¥¹¥ ®¤­³ ±¥°¨¾ ¨§ Q ®¯»²®¢ ¢ ²¥µ ¦¥ ± ¬»µ

³±«®¢¨¿µ ¨ ¯® ¨µ °¥§³«¼² ² ¬ ±­®¢  ¢»·¨±«¨²¼ §­ ·¥­¨¥ �xQ, ²® ®­®

®ª ¦¥²±¿ ­¥±ª®«¼ª® ¨­»¬. �¤­ ª® ·¥¬ ¡®«¼¸¥ ·¨±«® ®¯»²®¢ ¢ ±¥-

°¨¨ Q, ²¥¬ ¬¥­¼¸¥ ®²«¨· ¾²±¿ ¤°³£ ®² ¤°³£  ±°¥¤­¨¥ §­ ·¥­¨¿,

¢§¿²»¥ ¯® ° §­»¬ ±¥°¨¿¬. �¥«® ¢ ²®¬, ·²® ±«³· ©­»¥ ª®«¥¡ ­¨¿
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¢¥«¨·¨­ xi ¢ ±³¬¬¥ ª®¬¯¥­±¨°³¾² ¤°³£ ¤°³£ , ² ª ·²® ± ³¢¥«¨-

·¥­¨¥¬ ·¨±«  Q ¢¥«¨·¨­  �xQ ±²°¥¬¨²±¿ ª ¢¯®«­¥ ®¯°¥¤¥«�¥­­®¬³

§­ ·¥­¨¾, ­¥ § ¢¨±¿¹¥¬³ ®² Q, ­® § ¢¨±¿¹¥¬³ ®² ³±«®¢¨©, ¢ ª®²®-

°»µ ¤¥« «¨±¼ ®¯»²». �²® ¯°¥¤¥«¼­®¥ §­ ·¥­¨¥ ­ §»¢ ¥²±¿ ±°¥¤-

­¨¬ §­ ·¥­¨¥¬ ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­». (� ²¥®°¨¨ ¢¥°®¿²­®±²¥© ½²®

¯°¥¤¥«¼­®¥ §­ ·¥­¨¥ ­ §»¢ ¾² ² ª¦¥ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¬ ®¦¨¤ ­¨¥¬

±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­», ­® ¬» ­¥ ¡³¤¥¬ ¯®«¼§®¢ ²¼±¿ ½²¨¬ ²¥°¬¨-

­®¬.)

�°¥¤­¥¥ §­ ·¥­¨¥ ¯®°®£  ¯°®²¥ª ­¨¿, ±¥²ª¨ ¨§ N ³§«®¢ ¬» ®¡®-

§­ ·¨¬ ·¥°¥§ xc(N). �¥«¨·¨­  xc(N) ¿¢«¿¥²±¿ ­¥ ±«³· ©­®©,  

¤®±²®¢¥°­®©. ��¥ § ¢¨±¨¬®±²¼ ®² N ¿¢«¿¥²±¿ § ª®­®¬¥°­®±²¼¾, ­ ¤

ª®²®°®© ±«¥¤³¥² ¯®¤³¬ ²¼.

� ¦­®© µ ° ª²¥°¨±²¨ª®© ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» xc ±«³¦ ² ² ª¦¥

®²ª«®­¥­¨¿ �i §­ ·¥­¨© xi ®² ±°¥¤­¥£® §­ ·¥­¨¿:

�i = xi � xc: (1.2)

� ¬¨ ®²ª«®­¥­¨¿ �i ¬¥­¿¾²±¿ ®² ®¤­®£® ½ª±¯¥°¨¬¥­²  ª ¤°³£®-

¬³, ¨ ±«¥¤³¥² ¢»¡° ²¼ ¢¥«¨·¨­³, ª®²®° ¿ µ ° ª²¥°¨§®¢ «  ¡» ¨µ

±¢®©±²¢  À¢ ±°¥¤­¥¬Á. �§¿²¼ ¢ ª ·¥±²¢¥ ² ª®© ¢¥«¨·¨­» ±°¥¤­¥¥

 °¨´¬¥²¨·¥±ª®¥ ­¥«¼§¿, ² ª ª ª ¢ ¯°¥¤¥«¥ Q!1 ®­® ±²°¥¬¨²±¿

ª ­³«¾. �¥©±²¢¨²¥«¼­®,

�1 + �2 + � � �+ �Q
Q

=
x1 + x2 + � � �+ xQ

Q
� xc(N):

�® ·¥¬ ¡®«¼¸¥ §­ ·¥­¨¥ Q, ²¥¬ ¬¥­¼¸¥ ®²«¨· ¥²±¿ ¯¥°¢»© ·«¥­

¯° ¢®© · ±²¨ ½²®£® ° ¢¥­±²¢  ®² ¢²®°®£®, ·²® ¨ ¤®ª §»¢ ¥² ±¤¥-

« ­­®¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥. �²®² °¥§³«¼² ² ±¢¿§ ­ ± ²¥¬, ·²® ®²ª«®­¥­¨¿
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®² ±°¥¤­¥£® §­ ·¥­¨¿ ®¡¿§ ²¥«¼­® ¯°®¨±µ®¤¿² ª ª ¢ ²³, ² ª ¨ ¢

¤°³£³¾ ±²®°®­³ ¨ ¢ ±°¥¤­¥¬ ª®¬¯¥­±¨°³¾² ¤°³£ ¤°³£ .

�®¦­® ¡»«® ¡» ¢§¿²¼ ±°¥¤­¥¥  °¨´¬¥²¨·¥±ª®¥ ®² ­¥®²°¨¶ -

²¥«¼­®© ¢¥«¨·¨­» j�ij, ®¤­ ª® ®¡¹¥¯°¨­¿²»© ±¯®±®¡ ±®±²®¨² ¢

¢»·¨±«¥­¨¨ ¤¨±¯¥°±¨¨ �2(N), ¯°¥¤±² ¢«¿¾¹¥© ±°¥¤­¥¥  °¨´¬¥-

²¨·¥±ª®¥ ®² ª¢ ¤° ²®¢ ®²ª«®­¥­¨© (¯°¨ Q ! 1), ª®²®°»¥, ¥±²¥-

±²¢¥­­®, ²®¦¥ ¿¢«¿¾²±¿ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­»¬¨ ·¨±« ¬¨:

�2(N) =
�21 + �22 + � � �+ �2Q

Q
: (1.3)

�¥«¨·¨­  �(N) = [�2(N)]
1
2 ­ §»¢ ¥²±¿ ±°¥¤­¨¬ ª¢ ¤° ²¨·­»¬

³ª«®­¥­¨¥¬ ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­». �­  ¨ µ ° ª²¥°¨§³¥² ²¨¯¨·­®¥

®²ª«®­¥­¨¥ ¢¥«¨·¨­ xi ®² ¨µ ±°¥¤­¥£® §­ ·¥­¨¿ xc(N). �±²¥±²¢¥­-

­®, ·²® ¢¥«¨·¨­  �(N) ² ª¦¥ § ¢¨±¨² ®² ¯®«­®£® ·¨±«  ³§«®¢ ±¥²ª¨

N .

�²°®£® £®¢®°¿, x± ¿¢«¿¥²±¿ ¤¨±ª°¥²­®© ¢¥«¨·¨­®©, ² ª ª ª ®­ 

¯®«³· ¥²±¿ ¤¥«¥­¨¥¬ ·¨±«  ­¥¡«®ª¨°®¢ ­­»µ ³§«®¢ ­  ¯®«­®¥ ·¨-

±«® ³§«®¢ N ¨ ¯®²®¬³ ¯°®¡¥£ ¥² «¨¸¼ ²¥ §­ ·¥­¨¿, ª®²®°»¥ ¯°¥-

¢° ¹ ¾²±¿ ¢ ¶¥«»¥ ·¨±«  ¯®±«¥ ³¬­®¦¥­¨¿ ­  N . �¡®§­ ·¨¬ ·¥-

°¥§ µk ¢±¥¢®§¬®¦­»¥ ° §«¨·­»¥ §­ ·¥­¨¿ ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» xc.

�°¥¤­¥¥ §­ ·¥­¨¥ xc(N) ¬®¦­® ¢»° §¨²¼ ·¥°¥§ ¢¥°®¿²­®±²¨

� (xk) ²®£®, ·²® ±«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  x± ¯°¨­¨¬ ¥² §­ ·¥­¨¥ µk.

�±¯®¬­¨¬, ·²® ¢ ´®°¬³«¥ (1.1) ±³¬¬¨°®¢ ­¨¥ ¢¥¤¥²±¿ ¯® ¢±¥¬ §­ -

·¥­¨¿¬ xi, ¯®«³·¥­­»¬ ¢ °¥§³«¼² ²¥ Q ½ª±¯¥°¨¬¥­²®¢. �°¨ ½²®¬

¢±¥ §­ ·¥­¨¿ µi ¬®£³² ¢±²°¥· ²¼±¿ ¯® ¬­®£³ ° §. �®°¬³«³ (1.1)
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¬®¦­® § ¯¨± ²¼ ¢ ¢¨¤¥

�xQ =
x1Q1 + x2Q2 + � � �

Q
; (1.4)

£¤¥ ±³¬¬¨°®¢ ­¨¥ ¢¥¤¥²±¿ ¯® ¢±¥¬ ° §«¨·­»¬ §­ ·¥­¨¿¬ xk, ª®-

²®°»¥ ¬®¦¥² ¯°¨­¨¬ ²¼ ¢¥«¨·¨­  xc (­¨ ®¤­® §­ ·¥­¨¥ µk ¢ ½²®©

±³¬¬¥ ­¥ ¯®¢²®°¿¥²±¿ ¤¢ ¦¤»!). �¨±«® Qk ³ª §»¢ ¥², ±ª®«¼ª® ° §

¢±²°¥²¨«®±¼ §­ ·¥­¨¥ µk ¢ ±¥°¨¨ ¨§ Q ½ª±¯¥°¨¬¥­²®¢.

�¥«¨·¨­ 
Qk
Q

¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ®²­®±¨²¥«¼­³¾ · ±²®²³ ¯®-

¿¢«¥­¨¿ §­ ·¥­¨¿ µk. �°¨ ®·¥­¼ ¡®«¼¸¨µ §­ ·¥­¨¿µ Q ®­  ¯°¥-

¢° ¹ ¥²±¿ ¢ ¢¥°®¿²­®±²¼ � (xk). �® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ ¯°¨ ¡®«¼¸¨µ Q

«¥¢ ¿ · ±²¼ ´®°¬³«» (1.4) ¯°¥¢° ¹ ¥²±¿ ¢ xc(N). �®½²®¬³

xc(N) = x1P (x1) + x2P (x2) + � � � ; (1.5)

². ¥. ±°¥¤­¥¥ §­ ·¥­¨¥ ° ¢­® ±³¬¬¥ ¢±¥µ §­ ·¥­¨©, ª®²®°»¥ ¬®¦¥²

¯°¨­¨¬ ²¼ ±«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­ , ¯®¬­®¦¥­­»µ ­  ¨µ ¢¥°®¿²­®±²¼.

�­ «®£¨·­®

�2(N) = (x1 � xc)
2P (x1) + (x2 � xc)

2P (x2) + � � � (1.6)

�³¬¬¨°®¢ ­¨¥ ¢ ´®°¬³« µ (1.5) ¨ (1.6) ¢¥¤�¥²±¿ ¯® ¢±¥¬ ¢®§¬®¦-

­»¬ §­ ·¥­¨¿¬, ª®²®°»¥ ¬®¦¥² ¯°¨­¨¬ ²¼ ±«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­ 

µc, ¯°¨·¥¬ ª ¦¤®¥ §­ ·¥­¨¥ ¢±²°¥· ¥²±¿ ¢ ±³¬¬¥ «¨¸¼ ®¤¨­ ° §.

�® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ Q1 + Q2 + � � � = Q, ² ª ·²® ¨§ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿

� (µk) ±«¥¤³¥²

P (x1) + P (x2) + � � � = 1: (1.7)

�³¬¬  ¢¥°®¿²­®±²¥© ¢±¥µ §­ ·¥­¨©, ª®²®°»¥ ¬®¦¥² ¯°¨­¨¬ ²¼

±«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­ , ° ¢­  ¥¤¨­¨¶¥.
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1.4. � ·¥¬ ­³¦­  ¡®«¼¸ ¿ ±¥²ª ?

� § ¤ ·¥ ® À·¥±²­®¬Á ª³¡¨ª¥ ¡»«® ®·¥­¼ ¯°®±²® ¢»·¨±«¨²¼ ¢¥°®-

¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® ±«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  ¯°¨­¨¬ ¥² ²® ¨«¨ ¨­®¥ §­ -

·¥­¨¥. �¢®©±²¢  ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» xc ­¥±° ¢­¥­­® ¡®«¥¥ ±«®¦-

­»¥.

� ª®­¶¥ ±«¥¤³¾¹¥© £« ¢» ¯®ª § ­®, ª ª °¥¸ ¥²±¿ § ¤ ·  ¤«¿

±¥²ª¨, ¯°¥¤±² ¢«¿¾¹¥© ª¢ ¤° ² ¨§ 2 � 2 ³§«®¢ (N = 4). �¥-

§³«¼² ² ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® ±«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  xc ¬®¦¥² ¯°¨­¨-

¬ ²¼ «¨¸¼ ¤¢  §­ ·¥­¨¿: 1
2
¨ 1

4
. �¥°¢®¥ §­ ·¥­¨¥ ®­  ¯°¨­¨¬ ¥²

± ¢¥°®¿²­®±²¼¾ P (1
2
) = 2

3
,   ¢²®°®¥ §­ ·¥­¨¥ | ± ¢¥°®¿²­®±²¼¾

P (1
4
) = 1

3
. � ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± ´®°¬³« ¬¨ (1.5) ¨ (1.6) (£¤¥ ±³¬¬»

¡³¤³² ¢ª«¾· ²¼ «¨¸¼ ¤¢  ·«¥­ ) xc(4) =
5
12
,   �(4) =

p
2

12
.

� ¡° ¢¸¨±¼ ²¥°¯¥­¨¿, ¬®¦­® °¥¸¨²¼ ¨ § ¤ ·³ ± 3 � 3 ³§« -

¬¨ N = 9. �¯»² ¯®ª §»¢ ¥², ·²® ²°¥¡³¥¬»¥ ³±¨«¨¿ ·³¤®¢¨¹­®

¢®§° ±² ¾² ± ³¢¥«¨·¥­¨¥¬ ±²®°®­» ª¢ ¤° ²  ¤ ¦¥ ­  ®¤¨­ ³§¥«.

�­²¥°¥± ¦¥ ¯°¥¤±² ¢«¿¾² ¢ ®±­®¢­®¬ ±¢®©±²¢  ±¥²®ª, ±®¤¥°¦ ¹¨µ

®·¥­¼ ¡®«¼¸®¥ ·¨±«® ³§«®¢ (­ ¯°¨¬¥°, 1015). � ª¨¥ ±¥²ª¨ ¬®£³²

±«³¦¨²¼ ¬®¤¥«¼¾ ¯«¥­®ª, ±®±²®¿¹¨µ ¨§  ²®¬®¢. �¥©±²¢¨²¥«¼­®,

ª ª ¯° ¢¨«®, ° ±±²®¿­¨¥ ¬¥¦¤³  ²®¬ ¬¨ ¢ ª®­¤¥­±¨°®¢ ­­»µ ¢¥-

¹¥±²¢ µ (¦¨¤ª®±²¿µ, ª°¨±² «« µ) ¯®°¿¤ª  3 � 10�8 ±¬. �®½²®¬³

¯«¥­ª  ¯«®¹ ¤¼¾ 1 ±¬2, ² ª ¿ ²®­ª ¿, ·²®  ²®¬» § ­¨¬ ¾² «¨¸¼

®¤¨­ ±«®©, ±®±²®¨² ¯°¨¬¥°­® ¨§ 1015  ²®¬®¢.

� ¤ ·  ®¡ ®¯°¥¤¥«¥­¨¨ ¢¥°®¿²­®±²¨ ²®£®, ·²® ¯®°®£ ¯°®²¥ª ­¨¿

¤«¿ ±¥²ª¨ ¨§ ®·¥­¼ ¡®«¼¸®£® ·¨±«  ³§«®¢ N ¯°¨­¨¬ ¥² ²® ¨«¨

¨­®¥ §­ ·¥­¨¥, ¿¢«¿¥²±¿ ¶¥­²° «¼­®© § ¤ ·¥© ²¥®°¨¨ ¯°®²¥ª ­¨¿.

� ²®© ¨«¨ ¨­®© ´®°¬¥ ®­  ®¡±³¦¤ ¥²±¿ ¯®·²¨ ¢® ¢±¥© ª­¨£¥.
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�¥©· ± ¬» ®²¬¥²¨¬, ¯° ª²¨·¥±ª¨ ¡¥§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢ , ± ¬®¥ ¢ ¦-

­®¥ ±¢®©±²¢® ½²®© § ¤ ·¨, ¿¢«¿¾¹¥¥±¿ ª«¾·®¬ ¤«¿ ¯®­¨¬ ­¨¿

¯°®¡«¥¬» ¢ ¶¥«®¬:

�°¥¤­¥¥ ª¢ ¤° ²¨·­®¥ ³ª«®­¥­¨¥ �(N) ³¬¥­¼¸ ¥²±¿ ¯® ±²¥-

¯¥­­®¬³ § ª®­³ ± °®±²®¬ ·¨±«  ³§«®¢ N , ±²°¥¬¿±¼ ª ­³«¾ ¯°¨

N !1:

�²® ±¢®©±²¢® ¢»° ¦ ¥²±¿ ´®°¬³«®©

�(N) =
C

N
1
2
�
; (1.8)

£¤¥ C � 0;54,   � � 1;3. (�¥«¨·¨­  � ­ §»¢ ¥²±¿ ¨­¤¥ª±®¬ ° -

¤¨³±  ª®°°¥«¿¶¨¨. �­  ¯®¤°®¡­® ®¡±³¦¤ ¥²±¿ ¢ ²°¥²¼¥© · ±²¨

ª­¨£¨.)

�®°¬³«  (1.8) ­¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ °¥§³«¼² ²®¬ ½ª±¯¥°¨¬¥­²  � ²-

±®­  ¨ �¨± . �²®¡» ¥¥ ¯®«³·¨²¼, ­³¦­® ¡»«® ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ±¥²-

ª¨ ± ° §­»¬¨ §­ ·¥­¨¿¬¨ N ¨ ±¤¥« ²¼ ¬­®£® ½ª±¯¥°¨¬¥­²®¢ ¯°¨

®¤­®¬ N . �°®¬¥ ²®£®, ´®°¬³«  (1.8) ¿¢«¿¥²±¿ °¥§³«¼² ²®¬ ²¥®-

°¥²¨·¥±ª¨µ ¨±±«¥¤®¢ ­¨©, ® ª®²®°»µ ¯®©¤¥² °¥·¼ ¢ ²°¥²¼¥© · ±²¨

ª­¨£¨.

�§ ´®°¬³«» (1.8) ±«¥¤³¥², ·²® ·¥¬ ¡®«¼¸¥ ³§«®¢ ±®¤¥°¦¨² ±¥²-

ª , ²¥¬ ¬¥­¼¸¥ ®²«¨· ¾²±¿ ¤°³£ ®² ¤°³£  °¥§³«¼² ²» ®¯»²®¢, ¨±-

¯®«¼§³¾¹¨µ ° §­»¥ ±«³· ©­»¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ¡«®ª¨°®¢ ­-

­»µ ³§«®¢.

�®·¥¬³ ½²® ² ª? �¥«® ¢ ²®¬, ·²® ¢ ¤®±² ²®·­® ¡®«¼¸®© ±¥²ª¥

¢±²°¥· ¾²±¿ ¢±¥¢®§¬®¦­»¥ ª®­´¨£³° ¶¨¨ ¶¥«»µ ¨ ¡«®ª¨°®¢ ­­»µ

³§«®¢. � ° §­»µ ®¯»² µ ®­¨ ª ª ¡» ¬¥­¿¾²±¿ ¬¥±² ¬¨. �®½²®¬³

·¥¬ ¡®«¼¸¥ N , ²¥¬ ¬¥­¼¸³¾ °®«¼ ¨£° ¥² ±«³· ©­®±²¼. �¥±ª®­¥·-
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­ ¿ ±¥²ª  ±®¤¥°¦¨² ¢ ±¥¡¥ ¡¥±ª®­¥·­®¥ ª®«¨·¥±²¢® ¡®«¼¸¨µ ±¥²®ª,

¯®½²®¬³ ¤«¿ ­¥¥ ±«³· ©­®±²¼ ¢®®¡¹¥ ­¥ ¨£° ¥² ­¨ª ª®© °®«¨, ¨

¢¥«¨·¨­  xc ¿¢«¿¥²±¿ ­¥ ±«³· ©­®©,   ¤®±²®¢¥°­®©, ¨ ° ¢­ 

xc = lim
N!1

xc(N):

�¬¥­­® ½²  ¯°¥¤¥«¼­ ¿ ¢¥«¨·¨­  ¨ ­ §»¢ ¥²±¿ ­  ± ¬®¬ ¤¥«¥ ¯®-

°®£®¬ ¯°®²¥ª ­¨¿. � ¤¨ ­¥¥ ¨ ±² ¢¨«±¿ ½ª±¯¥°¨¬¥­² � ²±®­  ¨

�¨± . � ¨­ ·¥ § ·¥¬ ¡»«® ¡° ²¼ ±¥²ª³, ±®¤¥°¦ ¹³¾ ¯®·²¨ 19000

³§«®¢? �®¦­® ¡»«® ¢§¿²¼ ±¥²ª³ 2� 2!

�´®°¬³«¨°³¥¬ ²¥¯¥°¼ ­ ¨¡®«¥¥ ¢ ¦­»© °¥§³«¼² ² ½²®© £« ¢»:

� ¡¥±ª®­¥·­®© ±¨±²¥¬¥ ±¯° ¢¥¤«¨¢® ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¥ ® ·¥²ª®

®¯°¥¤¥«�¥­­®¬ ¯®°®£¥ ¯°®²¥ª ­¨¿, ­¥ § ¢¨±¿¹¥¬ ®² ²®£®, ª ª ¿

±«³· ©­ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ¡«®ª¨°®¢ ­­»µ ³§«®¢ ¨±¯®«¼§®¢ -

« ±¼ ¢ ½ª±¯¥°¨¬¥­²¥. � ª®­¥·­®© ±¨±²¥¬¥ ·�¥²ª® ®¯°¥¤¥«¥­­®£® ¯®-

°®£  ­¥ ±³¹¥±²¢³¥²,   ¨¬¥¥²±¿ ² ª ­ §»¢ ¥¬ ¿ ª°¨²¨·¥±ª ¿ ®¡« ±²¼

± ¸¨°¨­®© ¯®°¿¤ª  �(N), ¢ ª®²®°³¾ ¯®¯ ¤ ¾² §­ ·¥­¨¿ µc, ¯®-

«³·¥­­»¥ ¢ ¡®«¼¸¨­±²¢¥ ½ª±¯¥°¨¬¥­²®¢ ± ° §«¨·­»¬¨ ±«³· ©­»-

¬¨ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¿¬¨. � ³¢¥«¨·¥­¨¥¬ ° §¬¥°®¢ ±¨±²¥¬» ½² 

®¡« ±²¼ ±²¿£¨¢ ¥²±¿ ¢ ²®·ª³.

�«¥¤³¥², ®¤­ ª®, ¨¬¥²¼ ¢ ¢¨¤³, ·²® § ¢¨±¨¬®±²¼ ®² ° §¬¥°  ±¨-

±²¥¬» ¢ ¦­ , ²®«¼ª® ¥±«¨ ¬» ¯»² ¥¬±¿ ¨±ª³±±²¢¥­­® ¬®¤¥«¨°®-

¢ ²¼ ¿¢«¥­¨¥ (­ ¯°¨¬¥°, ± ¯®¬®¹¼¾ ½ª° ­­®© ±¥²ª¨). � ª ¯° ¢¨-

«®, ²¥®°¨¿ ¯°®²¥ª ­¨¿ ¯°¨¬¥­¿¥²±¿ ª ±¨±²¥¬ ¬, ³ ª®²®°»µ ®²¤¥«¼-

­»¥ ½«¥¬¥­²» ¨¬¥¾² ®·¥­¼ ¬ «»¥ ° §¬¥°». (� ¯°¨¬¥°, ¨¬¨ ¬®£³²

¡»²¼  ²®¬» (±¬. £«. 3). � ª ³¦¥ £®¢®°¨«®±¼, 1 ±¬2 ®¤­® ²®¬­®£®

±«®¿ ±®¤¥°¦¨² N = 1015 ½«¥¬¥­²®¢,   1 ±¬3 ±®¤¥°¦¨² N = 1022!

� ª³¾ ±¨±²¥¬³ ± ¡®«¼¸®© ²®·­®±²¼¾ ¬®¦­® ±·¨² ²¼ ¡¥±ª®­¥·­®©
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¨ ­¥ ®¡° ¹ ²¼ ¢­¨¬ ­¨¿ ­  ­¥®¯°¥¤¥«¥­­®±²¼ ¯®°®£  ¯°®²¥ª ­¨¿,

±¢¿§ ­­³¾ ± ¥¥ ° §¬¥°®¬.)

� ¤ · , ª®²®°³¾ °¥¸ «¨ � ²±®­ ¨ �¨±, ­ §»¢ ¥²±¿ § ¤ ·¥© ³§-

«®¢ (¢ ±¨«³ ²®£®, ·²® ¨¬¥­­® ³§«» ¿¢«¿¾²±¿ ±«³· ©­»¬¨ ½«¥¬¥­² -

¬¨). � ­¥© ±¢®¤¨²±¿ ¶¥«»© °¿¤ ­ ³·­»µ ¯°®¡«¥¬, ®¤­  ¨§ ª®²®°»µ

(´¥°°®¬ £­¥²¨ª ± ¯°¨¬¥±¿¬¨) ° ±±¬®²°¥­  ¢ £«. 3.

�®·­®¥ §­ ·¥­¨¥ ¯®°®£  ¯°®²¥ª ­¨¿ ¤«¿ ½²®© § ¤ ·¨ ¤® ±¨µ ¯®°

­¥¨§¢¥±²­®. �¥«¨·¨­³ xc(N) ®¯°¥¤¥«¿¾² ¯°¨ ¡®«¼¸¨µ §­ ·¥­¨¿µ

N ± ¯®¬®¹¼¾ ��� ¨«¨ ± ¯®¬®¹¼¾ ² ª ­ §»¢ ¥¬»µ  ­ «®£®¢»µ

½ª±¯¥°¨¬¥­²®¢, ¯®µ®¦¨µ ­  ½ª±¯¥°¨¬¥­² � ²±®­  ¨ �¨± . (�µ ²¥µ-

­¨ª  ¬®¦¥² ¡»²¼ ¢¥±¼¬  ° §­®®¡° §­®©.)

�® ¨§¬¥­¥­¨¾ x±(N) ± ¨§¬¥­¥­¨¥¬ N ¬®¦­® ®¶¥­¨²¼, ­ ±ª®«¼-

ª® ¡«¨§®ª ¯®«³·¥­­»© °¥§³«¼² ² ª ¨±ª®¬®¬³ ¯°¥¤¥«¼­®¬³ §­ ·¥-

­¨¾. �®¯®±² ¢«¥­¨¥ °¥§³«¼² ²®¢, ¯®«³·¥­­»µ ° §­»¬¨ ¬¥²®¤ ¬¨,

¯®§¢®«¿¥² ¤³¬ ²¼, ·²® ·¨±«® 0,59 ± ­ ¯¨± ­­®© ²®·­®±²¼¾ (¤¢ 

§­ ª  ¯®±«¥ § ¯¿²®©) ¢¥°­® (µ®²¿ § ° ­¥¥ ±®¢±¥¬ ­¥ ®·¥¢¨¤­®, ·²®

·¨±«® ³§«®¢ N = 1372 ¿¢«¿¥²±¿ ¤«¿ ½²®£® ¤®±² ²®·­»¬), ­®, ° §³-

¬¥¥²±¿, xc ¬®¦­® ¡¥±ª®­¥·­® ³²®·­¿²¼ §  ±·�¥² ±«¥¤³¾¹¨µ §­ ª®¢

¯®±«¥ § ¯¿²®©. (�¬. ³¯° ¦­¥­¨¥ 4.)

�¯° ¦­¥­¨¿

1. �¨±ª°¥²­³¾ ±«³· ©­³¾ ¢¥«¨·¨­³   ®¯°¥¤¥«¨¬ ª ª ­®¬¥° £° -

­¨ ¸¥±²¨£° ­­®£® ª³¡¨ª , ®ª § ¢¸¥©±¿ ±¢¥°µ³ ¯®±«¥ ¡°®±ª .

� ©¤¨²¥ ±°¥¤­¥¥ §­ ·¥­¨¥ ¢¥«¨·¨­»  .

2. �¯°¥¤¥«¨¬ ¯®°®£ ¯°®²¥ª ­¨¿ ª ª ²�® §­ ·¥­¨¥ µ, ¯°¨ ª®²®°®¬

¢®§­¨ª ¥² ¯°®²¥ª ­¨¥ ±¢¥°µ³ ¢­¨§,   ­¥ ±«¥¢  ­ ¯° ¢®. �§¬¥-
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­¿²±¿ «¨ ¯°¨ ½²®¬ °¥§³«¼² ²» ®²¤¥«¼­»µ ®¯»²®¢, xc(N), xc?

�¥²ª³ ±·¨² ²¼ ª¢ ¤° ²­®©.

3. �®² ¦¥ ¢®¯°®± ¯°¨ ³±«®¢¨¨, ·²® ¯®°®£®¬ ¯°®²¥ª ­¨¿ ­ §¢ ­®

¬¨­¨¬ «¼­®¥ §­ ·¥­¨¥ µ, ¯°¨ ª®²®°®¬ ±³¹¥±²¢³¥² ¯°®²¥ª ­¨¥

¨ ±«¥¢  ­ ¯° ¢®, ¨ ±¢¥°µ³ ¢­¨§.

4. �®² ¦¥ ¢®¯°®± ¯°¨ ³±«®¢¨¨, ·²® ¯®°®£®¬ ¯°®²¥ª ­¨¿ ­ §¢ ­®

¬ ª±¨¬ «¼­®¥ §­ ·¥­¨¥ µ, ¯°¨ ª®²®°®¬ ®²±³²±²¢³¥² ¯°®²¥ª -

­¨¥ ¨ ±«¥¢  ­ ¯° ¢®, ¨ ±¢¥°µ³ ¢­¨§.

5. �®«¼§³¿±¼ ´®°¬³«®© (1.8), ¢»·¨±«¨²¥ ±°¥¤­¥¥ ª¢ ¤° ²¨·­®¥

³ª«®­¥­¨¥, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ³±«®¢¨¿¬ ®¯»²  � ²±®­  ¨ �¨± 

(N = 1372). �  ª ª³¾ ²®·­®±²¼ ¬®¦­® ° ±±·¨²»¢ ²¼, ¥±«¨

±¤¥« ­ ²®«¼ª® ®¤¨­ ®¯»²?

� ª   §   ­ ¨ ¥ : � ¯°¨­¶¨¯¥ °¥§³«¼² ² ®¤­®£® ®¯»²  ¬®¦¥² ®²«¨-

· ²¼±¿ ®² ±°¥¤­¥£® §­ ·¥­¨¿ xc(N) ®·¥­¼ ±¨«¼­®. �¤­ ª®, ¨±¯®«¼-

§³¿ ´³­ª¶¨¾ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¯®°®£®¢ ¯°®²¥ª ­¨¿, ¯°¨¢¥¤�¥­­³¾

­¨¦¥ (´®°¬³«  (2.6)), ¬®¦­® ¤®ª § ²¼: ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® °¥-

§³«¼² ² ±«³· ©­® ¢»¡° ­­®£® ®¯»²  «¥¦¨² ¢ ¨­²¥°¢ «¥ ®² xc(N)�
� ¤® xc(N) + �, ° ¢­  ¯°¨¬¥°­® 0,7. �¥¬ ¡®«¼¸¥ N , ²¥¬ ¬¥­¼¸¥

� ¨ ²¥¬ ¬¥­¼¸¥ À²¨¯¨·­®¥ ®²ª«®­¥­¨¥Á ®² ±°¥¤­¥£® §­ ·¥­¨¿.
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�±­®¢­»¥ ¯° ¢¨«  ° ±·�¥² 

¢¥°®¿²­®±²¥© ¨ ­¥¯°¥°»¢­»¥

±«³· ©­»¥ ¢¥«¨·¨­»��

� ½²®© ª­¨£¥, ¯®±¢¿¹�¥­­®© § ª®­®¬¥°­®±²¿¬ ¡¥±¯®°¿¤ª , ² ª¨¥

¯®­¿²¨¿, ª ª ¢¥°®¿²­®±²¨ ¨ ±«³· ©­»¥ ¢¥«¨·¨­», ¨±¯®«¼§³¾²±¿

®·¥­¼ ¸¨°®ª®. �²· ±²¨ ®­¨ ³¦¥ ¡»«¨ ¢¢¥¤¥­» ¢ ¯°¥¤»¤³¹¥© £« -

¢¥, ² ª ·²® ·¨² ²¥«¼, ­¥ ¨¬¥¾¹¨© ¦¥« ­¨¿ ¢¤ ¢ ²¼±¿ ¢ ¬ ²¥¬ ²¨-

·¥±ª³¾ ±²®°®­³ ¢®¯°®± , ¬®¦¥² ½²¨¬ ®£° ­¨·¨²¼±¿ ¨ ¯°®¯³±²¨²¼

£«. 2,   ² ª¦¥ ¢±¥ ¯®±«¥¤³¾¹¨¥ £« ¢» ¨ ° §¤¥«», ¯®¬¥·¥­­»¥ ¤¢³-

¬¿ §¢�¥§¤®·ª ¬¨. �¨² ²¥«¾, ª®²®°»© µ®·¥² ¯°®±«¥¤¨²¼ §  °¥¸¥­¨-

¥¬ °¿¤  ª° ±¨¢»µ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨µ § ¤ ·, ¯°¨¢¥¤�¥­­»µ ¢ ª­¨£¥,

¨ ±®±² ¢¨²¼ ¡®«¥¥ £«³¡®ª®¥ ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¥ ® ²¥®°¨¨ ¯°®²¥ª ­¨¿,

­³¦­® §­ ²¼ ¯° ¢¨«  ±«®¦¥­¨¿ ¨ ³¬­®¦¥­¨¿ ¢¥°®¿²­®±²¥©, ¨§«®-

¦¥­­»¥ ¢ ½²®© £« ¢¥.
2.1. �®¡»²¨¿ ¨ ¨µ ¢¥°®¿²­®±²¨

�®­¿²¨¥ ¢¥°®¿²­®±²¨ ¨±¯®«¼§³¥²±¿ ­¥ ²®«¼ª®, ª®£¤  °¥·¼ ¨¤�¥² ®

·¨±«¥­­»µ §­ ·¥­¨¿µ, ¯°¨­¨¬ ¥¬»µ ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­®©. �®¦-

23
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­® ®¡±³¦¤ ²¼ «¾¡»¥ ®¯»²» ±® ±«³· ©­»¬ °¥§³«¼² ²®¬. � §­»¥

°¥§³«¼² ²» ®¯»²®¢ ­ §»¢ ¾² ±®¡»²¨¿¬¨. �²­®±¨²¥«¼­®© · ±²®²®©

¯®¿¢«¥­¨¿ ±®¡»²¨¿ ­ §»¢ ¾² ®²­®¸¥­¨¥ ·¨±«  ®¯»²®¢, ª®²®°»¥

¯°¨¢¥«¨ ª ¤ ­­®¬³ ±®¡»²¨¾, ª ¯®«­®¬³ ·¨±«³ ®¯»²®¢. �¥°®¿²-

­®±²¼¾ ±®¡»²¨¿ ­ §»¢ ¾² ¯°¥¤¥«, ª ª®²®°®¬³ ±²°¥¬¨²±¿ ®²­®±¨-

²¥«¼­ ¿ · ±²®²  ¯®¿¢«¥­¨¿ ±®¡»²¨¿, ¯°¨ ¡¥±ª®­¥·­®¬ ³¢¥«¨·¥­¨¨

·¨±«  ®¯»²®¢.

�°¨¬¥°. � ¿¹¨ª ±«®¦¨«¨ ®¤¨­ ª®¢®¥ ·¨±«® ª° ±­»µ, §¥«�¥­»µ

¨ ±¨­¨µ ¸ °¨ª®¢. � ²¥¬ ¸ °¨ª¨ ¯¥°¥¬¥¸ «¨ ¨ ¢»­³«¨ ­ ³£ ¤

®¤¨­ ¨§ ­¨µ. � ª®¢  ¢¥°®¿²­®±²¼ ±®¡»²¨¿, ±®±²®¿¹¥£® ¢ ²®¬, ·²®

¢»­³²»© ¸ °¨ª | ª° ±­»©? � ¯°®²¨¢®¯®«®¦­®±²¼ ®¯»²³ ± ª³-

¡¨ª®¬ ¢ ¤ ­­®¬ ±«³· ¥ ±®¡»²¨¿ ®²«¨· ¾²±¿ ­¥ ª®«¨·¥±²¢®¬,  

ª ·¥±²¢®¬ (¶¢¥²®¬ ¸ °¨ª ). �¤­ ª® ° ±±³¦¤ ²¼ ­³¦­® ¯® ²®© ¦¥

±µ¥¬¥. � ª ª ª ·¨±«® ¸ °¨ª®¢ ª ¦¤®£® ¨§ ²°�¥µ ¶¢¥²®¢ ®¤¨­ ª®¢®,

²® ª° ±­»© ¸ °¨ª ¡³¤¥² ¢»­³² ¢ 1
3
· ±²¨ ¢±¥µ ®¯»²®¢. �®½²®¬³

¨±ª®¬ ¿ ¢¥°®¿²­®±²¼ ° ¢­  1
3
. �¥°®¿²­®±²¨ ¢»­³²¼ ±¨­¨© ¸ °¨ª ¨

¢»­³²¼ §¥«�¥­»© ¸ °¨ª ² ª¦¥ ° ¢­» 1
3
.

�¥°®¿²­®±²¼ ¥±²¼ ¯® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ ¢¥«¨·¨­ , ¨§¬¥­¿¾¹ ¿±¿ ®²

­³«¿ ¤® ¥¤¨­¨¶». �³«¥¢®© ¢¥°®¿²­®±²¼¾ ®¡« ¤ ¥², ­ ¯°¨¬¥°, ±®-

¡»²¨¥, ±®±²®¿¹¥¥ ¢ ²®¬, ·²® ¨§ ¿¹¨ª , ¢ ª®²®°®¬ ¨¬¥¾²±¿ ²®«¼ª®

ª° ±­»¥ ¸ °¨ª¨, ¢»­³«¨ ±¨­¨© ¸ °¨ª. �¥°®¿²­®±²¼ ¢»­³²¼ ¨§

²®£® ¦¥ ¿¹¨ª  ª° ±­»© ¸ °¨ª ° ¢­  ¥¤¨­¨¶¥. �®¡»²¨¥, ¢¥°®¿²-

­®±²¼ ª®²®°®£® ° ¢­  ¥¤¨­¨¶¥, ­ §»¢ ¥²±¿ ³¦¥ ­¥ ±«³· ©­»¬,  

¤®±²®¢¥°­»¬.

�®­¿²¨¥ ¢¥°®¿²­®±²¨ ¨£° ¥² ®£°®¬­³¾ °®«¼ ¯°¨ ¢»¿±­¥­¨¨

§ ª®­®¬¥°­®±²¥© ¬¨°  ±«³· ©­»µ ¯°®¶¥±±®¢. �·¥­¼ · ±²® § ª®-

­®¬¥°­®±²¼ ®ª §»¢ ¥²±¿ ¡³ª¢ «¼­® ¯®£°¥¡�¥­­®© ¯®¤ ±«³· ©­®-
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±²¼¾. �°¥¤±² ¢¼²¥, ·²® ¯® ±¢¥¤¥­¨¿¬ ª ª®£®-²® °®¤¨«¼­®£® ¤®-

¬  ¢» ¯»² ¥²¥±¼ ³±² ­®¢¨²¼ § ª®­®¬¥°­®±²¨ ¢ °®¦¤¥­¨¨ ¬ «¼·¨-

ª®¢ ¨ ¤¥¢®·¥ª. �¥°¥¤ ¢ ¬¨ ±«³· ©­ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ²¨¯ 

���������� : : : �­®£¤  ¢ ¬ ª ¦¥²±¿, ·²® ¬ «¼·¨ª¨ °®¦¤ -

¾²±¿ £®° §¤® · ¹¥, ¨­®£¤  | ­ ®¡®°®². � ¸ ¯°¨¿²¥«¼ § ¢¥°¨² ¢ ±,

·²® À±¥©· ± °®¦¤ ¾²±¿ ²®«¼ª® ¤¥¢®·ª¨Á. �²® ¬®¦¥² ¡»²¼ ±¢¿§ ­®

± ²¥¬, ·²® ¤¥¢®·ª¨ °®¤¨«¨±¼ ¢ ²°�¥µ §­ ª®¬»µ ¥¬³ ±¥¬¼¿µ.

�¤­ ª® § ª®­®¬¥°­®±²¼ ¥±²¼. �¥°®¿²­®±²¼ °®¦¤¥­¨¿ ¬ «¼·¨ª 

®²­®±¨²±¿ ª ¢¥°®¿²­®±²¨ °®¦¤¥­¨¿ ¤¥¢®·ª¨ ª ª 51,5 ª 48,5. �

² ª¨µ ¡®«¼¸¨µ ±²° ­ µ, ª ª ���� ¨«¨ ���, ½²  § ª®­®¬¥°­®±²¼

­¥¯«®µ® ¢»¯®«­¿¥²±¿, ¤ ¦¥ ¥±«¨ ¢§¿²¼ ¤ ­­»¥ «¨¸¼ §  ®¤¨­ £®¤.

� ®²«¨·¨¥ ®² § ¤ ·¨ ± ° §­®¶¢¥²­»¬¨ ¸ °¨ª ¬¨, § ¤ ·³ ® °®-

¦¤¥­¨¨ ¤¥¢®·¥ª ¨ ¬ «¼·¨ª®¢ ®·¥­¼ ²°³¤­® °¥¸¨²¼ ²¥®°¥²¨·¥±ª¨.

�¤­ ª® ±² ²¨±²¨·¥±ª¨¥ ¤ ­­»¥, ® ª®²®°»µ ¨¤�¥² °¥·¼, ®²° ¦ ¾²

±®¢¥°¸¥­­® ®¯°¥¤¥«�¥­­»¥ ¨ µ®°®¸® ¨§³·¥­­»¥ ±¢®©±²¢  ·¥«®¢¥-

·¥±ª®© ´¨§¨®«®£¨¨.
2.2. �«®¦¥­¨¥ ¢¥°®¿²­®±²¥©

�®¡»²¨¿ ­ §»¢ ¾²±¿ ­¥±®¢¬¥±²¨¬»¬¨, ¥±«¨ ®­¨ ­¥ ¬®£³² ­ -

¡«¾¤ ²¼±¿ ¢ ®¤­®¬ ¨ ²®¬ ¦¥ ¥¤¨­¨·­®¬ ®¯»²¥. � ¯°¨¬¥°, ±®¡»-

²¨¥, ±®±²®¿¹¥¥ ¢ ²®¬, ·²® ¢»­³² ª° ±­»© ¸ °¨ª, ­¥±®¢¬¥±²¨¬® ±

±®¡»²¨¥¬, ±®±²®¿¹¨¬ ¢ ²®¬, ·²® ¢»­³² ±¨­¨© ¸ °¨ª, ¯®²®¬³ ·²®

¯® ³±«®¢¨¾ § ¤ ·¨ ¢ ®¤­®¬ ®¯»²¥ ¬®¦­® ¢»­³²¼ «¨¸¼ ®¤¨­ ¸ °¨ª:

ª° ±­»©, ±¨­¨© ¨«¨ §¥«�¥­»©. �¥±®¢¬¥±²¨¬» ±®¡»²¨¿, ±®±²®¿¹¨¥

¢ ²®¬, ·²® ¡°®±®ª ª³¡¨ª  ¤ ±² ·¨±«® 5 ¨ ·¨±«® 2.

�®ª ¦¥¬ ¤¢  ¢ ¦­»µ ±¢®©±²¢  ¢¥°®¿²­®±²¥©.



26 ����� 2. �������� ������� �������� ������������

1. �° ¢¨«® ±«®¦¥­¨¿. �¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® ¯°®¨§®©¤�¥²

ª ª®¥-«¨¡® ®¤­® (¡¥§° §«¨·­® ª ª®¥) ¨§ ­¥±ª®«¼ª¨µ ­¥±®-

¢¬¥±²¨¬»µ ±®¡»²¨©, ° ¢­  ±³¬¬¥ ¢¥°®¿²­®±²¥© ½²¨µ ±®¡»²¨©.

�³±²¼ ­³¦­® ­ ©²¨ ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® ¡°®±®ª ª³¡¨ª  ¤ ±²

«¨¡® ·¨±«® 3, «¨¡® ·¨±«® 4. �¨±«® ®¯»²®¢, ¢ ª®²®°»µ ¢®§­¨-

ª«¨ ¨­²¥°¥±³¾¹¨¥ ­ ± §­ ·¥­¨¿, ° ¢­® ±³¬¬¥ ·¨±«  ®¯»²®¢,

¤ ¢¸¨µ §­ ·¥­¨¥ 3, ¨ ·¨±«  ®¯»²®¢, ¤ ¢¸¨µ §­ ·¥­¨¥ 4. �®

®¯°¥¤¥«¥­¨¾, ¤«¿ ­ µ®¦¤¥­¨¿ ¨±ª®¬®© ¢¥°®¿²­®±²¨ ½²³ ±³¬¬³

±«¥¤³¥² ¯®¤¥«¨²¼ ­  ¯®«­®¥ ·¨±«® ®¯»²®¢ Q ¨ ¯¥°¥©²¨ ª ¯°¥-

¤¥«³ ¯°¨ Q ! 1. �®±ª®«¼ª³ ¯°¥¤¥« ª ¦¤®£® ·«¥­  ±³¬¬»,

¯®¤¥«�¥­­®£® ­  Q, ° ¢¥­ ¢¥°®¿²­®±²¨ ¯®«³·¥­¨¿ ®¤­®£® ¨§ ¨­-

²¥°¥±³¾¹¨µ ­ ± ·¨±¥«, ²® ¨±ª®¬ ¿ ¢¥°®¿²­®±²¼ ¤¥©±²¢¨²¥«¼­®

° ¢­  ±³¬¬¥ ¢¥°®¿²­®±²¥© ¯®«³·¥­¨¿ ª ¦¤®£® ¨§ ·¨±¥«. � -

ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® ¢»¯ ¤¥² «¨¡® 3, «¨¡® 4,

° ¢­  1
6
+ 1

6
= 1

3
. �¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® ¢»¯ ¤¥² «¨¡® 1, «¨¡®

2, «¨¡® 3, «¨¡® 4, ° ¢­  1
6
+ 1

6
+ 1

6
+ 1

6
= 2

3
. �¥°®¿²­®±²¼ ¦¥

²®£®, ·²® ¢»¯ ¤¥² «¨¡® 1, «¨¡® 2, «¨¡® 3, «¨¡® 4, «¨¡® 5, «¨¡®

6 ° ¢­  1
6
+ 1

6
+ 1

6
+ 1

6
+ 1

6
+ 1

6
= 1. �²®² °¥§³«¼² ² ¿¢«¿¥²±¿

· ±²­»¬ ±«³· ¥¬ ¢²®°®£® ±¢®©±²¢ .

2. � §®¢�¥¬ ¯®«­®© ±¨±²¥¬®© ±®¡»²¨© ² ª³¾ ±®¢®ª³¯­®±²¼ ­¥±®-

¢¬¥±²¨¬»µ ±®¡»²¨©, ª®²®° ¿ ¨±·¥°¯»¢ ¥² ¢®§¬®¦­»¥ °¥§³«¼-

² ²» ¤ ­­®£® ®¯»² . � ¯°¨¬¥°, ¢ ®¯»²¥ ± ª³¡¨ª®¬ ¯®«­®©

±¨±²¥¬®© ±®¡»²¨© ¿¢«¿¾²±¿ ±®¡»²¨¿, ±®±²®¿¢¸¨¥ ¢ ²®¬, ·²®

¯®«³· ²±¿ ·¨±«  1, 2, 3, 4, 5, 6. �²®°®¥ ±¢®©±²¢® ±®±²®¨² ¢

±«¥¤³¾¹¥¬:

�³¬¬  ¢¥°®¿²­®±²¥© ±®¡»²¨©, ®¡° §³¾¹¨µ ¯®«­³¾ ±¨±²¥¬³,
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° ¢­  ¥¤¨­¨¶¥. �®£« ±­® ¯¥°¢®¬³ ±¢®©±²¢³ ½²  ±³¬¬  ° ¢­ 

¢¥°®¿²­®±²¨ ²®£®, ·²® ¯°®¨§®©¤�¥² ª ª®¥-²® ®¤­® ¨§ ±®¡»²¨©,

®¡° §³¾¹¨µ ¯®«­³¾ ±¨±²¥¬³. �® ¯® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ ¯®«­®© ±¨-

±²¥¬» ®¤­® ¨§ ­¨µ ®¡¿§ ²¥«¼­® ¯°®¨§®©¤�¥². (� ¯°¨¬¥°¥ ± ª³¡¨-

ª®¬ ½²® ®§­ · ¥², ·²® ª ª®¥-­¨¡³¤¼ ·¨±«® ¨§ ¸¥±²¨ ¢®§¬®¦­»µ

®¡¿§ ²¥«¼­® ¢»¯ ¤¥².) �®¡»²¨¥, ª®²®°®¥ ®¡¿§ ²¥«¼­® ¯°®¨±µ®-

¤¨², ¿¢«¿¥²±¿ ¤®±²®¢¥°­»¬, ¨ ¥£® ¢¥°®¿²­®±²¼ ° ¢­  ¥¤¨­¨¶¥.

�²® ¨ ¤®ª §»¢ ¥² ¢²®°®¥ ±¢®©±²¢®. (� ±«³· ¥ ª³¡¨ª  ®­® £« -

±¨², ·²® ±³¬¬  ¢¥°®¿²­®±²¥© ¸¥±²¨ ¢®§¬®¦­»µ §­ ·¥­¨© ° ¢­ 

¥¤¨­¨¶¥.)

� ¯°¨¬¥­¥­¨¨ ª ¢¥°®¿²­®±²¿¬ ° §«¨·­»µ §­ ·¥­¨©, ª®²®°»¥

¬®¦¥² ¯°¨­¨¬ ²¼ «¾¡ ¿ ±«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­ , ½²® ±¢®©±²¢® ¡»-

«® ±´®°¬³«¨°®¢ ­® ¢ ¢¨¤¥ ´®°¬³«» (1.7).

� ­¥ª®²®°»µ ±«³· ¿µ ®£®¢®°ª  ®²­®±¨²¥«¼­® ­¥±®¢¬¥±²¨¬®±²¨

±®¡»²¨© ¬®¦¥² ®ª § ²¼±¿ ®·¥­¼ ±³¹¥±²¢¥­­®© ¯°¨ ¯°¨¬¥­¥-

­¨¨ ¯° ¢¨«  ±«®¦¥­¨¿ ¢¥°®¿²­®±²¥©. � ±±¬®²°¨¬ ±«¥¤³¾¹¨©

¯°¨¬¥°.

�°¨¬¥°. �¿²¼ ±²°¥«ª®¢ ±²°¥«¿¾² ¢ ¶¥«¼ ®¤­®¢°¥¬¥­­®. �¢ -

«¨´¨ª ¶¨¿ ±²°¥«ª®¢ ®¤¨­ ª®¢ : ª ¦¤»© ¨§ ­¨µ ¯®° ¦ ¥² ¶¥«¼ ±

¢¥°®¿²­®±²¼¾ 1
3
. � ª®¢  ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® ¢ ¶¥«¼ ¯®¯ ¤�¥² µ®²¿

¡» ®¤¨­ ¨§ ­¨µ?

�³¦­® ­ ©²¨ ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® ¯°®¨§®©¤�¥² ®¤­® ¨§ ¯¿²¨ ±®-

¡»²¨© (¢±�¥ ° ¢­® ª ª®¥): ¢ ¶¥«¼ ¯®¯ ¤�¥² ¯¥°¢»© ±²°¥«®ª, ¢²®°®©

±²°¥«®ª ¨ ². ¤. �®§­¨ª ¥² ¬»±«¼ ¢®±¯®«¼§®¢ ²¼±¿ ¯° ¢¨«®¬ ±«®¦¥-

­¨¿ ¢¥°®¿²­®±²¥©. �®£« ±­® ½²®¬³ ¯° ¢¨«³ ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²®
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¯®¯ ¤�¥² ®¤¨­ ¨§ ±²°¥«ª®¢, ° ¢­  ±³¬¬¥ ¢¥°®¿²­®±²¥©:

P =
1

3
+
1

3
+
1

3
+
1

3
+
1

3
=

5

3
:

�¥§³«¼² ² ¯®«³·¨«±¿ ¿¢­® ­¥«¥¯»©. �¥°®¿²­®±²¼ ®ª § « ±¼ ¡®«¼¸¥

¥¤¨­¨¶», ·²® ±®¢¥°¸¥­­® ¡¥±±¬»±«¥­­®. �¤¥ ¦¥ ®¸¨¡ª ? �±¯®-

¬­¨¬, ·²® ¯° ¢¨«® ±«®¦¥­¨¿ ´®°¬³«¨°³¥²±¿ «¨¸¼ ¤«¿ ­¥±®¢¬¥-

±²¨¬»µ ±®¡»²¨©. � ° §¢¥ ­¥ ¬®£³² ±° §³ ­¥±ª®«¼ª® ±²°¥«ª®¢ ¯®-

¯ ±²¼ ¢ ¶¥«¼? �®­¥·­® ¬®£³². �²® ²¨¯¨·­»© ¯°¨¬¥° ±®¢¬¥±²¨¬»µ

±®¡»²¨©. �®½²®¬³ ¨ ­¥«¼§¿ ¯®«¼§®¢ ²¼±¿ ¯° ¢¨«®¬ ±«®¦¥­¨¿.

�«¿ ²®£® ·²®¡» °¥¸¨²¼ § ¤ ·³ ® ±²°¥«ª µ, ­³¦­® ¢®±¯®«¼§®-

¢ ²¼±¿ ¯° ¢¨«®¬ ³¬­®¦¥­¨¿ ¢¥°®¿²­®±²¥©, ±´®°¬³«¨°®¢ ­­»¬ ¢

±«¥¤³¾¹¥¬ ° §¤¥«¥.
2.3. �¬­®¦¥­¨¥ ¢¥°®¿²­®±²¥©

�» ±­®¢  ¡°®± ¥¬ ¸¥±²¨£° ­­»© ª³¡¨ª. �®¯°®±, ­  ª®²®°»©

­³¦­® ²¥¯¥°¼ ®²¢¥²¨²¼, ±®±²®¨² ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬. �°®± ¥¬ ª³¡¨ª ¤¢ 

° §  ¯®¤°¿¤ ¨ ¯®«³· ¥¬ ¤¢  ·¨±« . � ª®¢  ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²®

½²¨¬¨ ·¨±« ¬¨ ®ª ¦³²±¿ 6 ¨ 4, ¯°¨·�¥¬ ¨¬¥­­® ¢ ² ª®© ¯®±«¥¤®-

¢ ²¥«¼­®±²¨: ±­ · «  6,   ¯®²®¬ 4?

�µ¥¬  °¥¸¥­¨¿ ®¡»·­ ¿. �¥« ¥²±¿ Q ®¯»²®¢ (ª ¦¤»© | ¨§

¤¢³µ ¡°®±ª®¢) ¨ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ·¨±«® ®¯»²®¢, ¤ ¢¸¨µ ­³¦­»© °¥-

§³«¼² ². �­ · «  ®²¡¥°�¥¬ ²¥ ®¯»²», ¢ ª®²®°»µ ¯¥°¢»© ¡°®±®ª ¤ «

6,   ¢²®°®© | ·²® ³£®¤­®. � ½²®© § ¤ ·¥© ¬» ³¦¥ §­ ª®¬». �®-

±ª®«¼ª³ ¢±¥ £° ­¨ ª³¡¨ª  | ®¤¨­ ª®¢»¥, ²® ¯°¨ ¯¥°¢®¬ ¡°®±ª¥

·¨±«® 6 (ª ª ¨ «¾¡®¥ ¤°³£®¥ ®² 1 ¤® 6) ¯®¿¢¨«®±¼ ¢ 1
6
· ±²¨ ®¯»-

²®¢, ². ¥. ­  ¯¥°¢®¬ ½² ¯¥ ¬» ®²®¡° «¨ Q1 =
Q
6
®¯»²®¢. (�¬¥¥²±¿
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¢ ¢¨¤³, ·²® ·¨±«® Q ®·¥­¼ ¢¥«¨ª®, ² ª ·²® ±«³· ©­»¥ ®²ª«®­¥­¨¿

®² ¢¥«¨·¨­» Q1 ¬ «».) �¥¯¥°¼ ­ ¤® ®²®¡° ²¼ ²¥ ¨§ ­¨µ, ¢ ª®²®°»µ

¢²®°®© ¡°®±®ª ¤ « 4. �® ¢²®°®¬ ¡°®±ª¥ ¯®¿¢«¥­¨¥ ¢±¥µ ·¨±¥« ²®-

¦¥ ° ¢­®¢¥°®¿²­®. �®½²®¬³ ·¨±«® 4 ¯®¿¢¨«®±¼ ¢ 1
6
· ±²¨ ®¯»²®¢.

�² ª, ·¨±«® ®¯»²®¢, ¢ ª®²®°»µ ¯®±«¥ ·¨±«  6 ¯®¿¢¨«®±¼ ·¨±«® 4,

° ¢­® Q2 =
1
6
� 1
6
�Q,   ¢¥°®¿²­®±²¼ ½²®£® ±®¡»²¨¿ ° ¢­ 

Q2

Q
=

1

6
� 1
6
=

1

36
:

�±«®¦­¨¬ § ¤ ·³. �³±²¼ ®¯»² ±®±²®¨² ¨§ ²°�¥µ ¡°®±ª®¢ ¨ ­³¦-

­® ­ ©²¨ ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® ½²®² ®¯»² ¤ « ²°¨ ·¨±«  ¢ ®¯°¥-

¤¥«�¥­­®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨, ­ ¯°¨¬¥°, 4, 5, 1 ¨«¨ 6, 6, 6. � ±-

±³¦¤ ¿ ¯®¤®¡­»¬ ®¡° §®¬, ­ ©¤�¥¬, ·²® ·¨±«® ®¯»²®¢, ¤ ¾¹¨µ

¨±ª®¬»© °¥§³«¼² ², ° ¢­® Q3 = 1
6
Q2 = 1

6
� 1
6
� 1
6
Q,   ¢¥°®¿²­®±²¼

½²®£® °¥§³«¼² ²  ¥±²¼
Q3
Q
= 1

6
� 1
6
� 1
6
= 1

216
.

� §¡¥°�¥¬ ¥¹�¥ ®¤¨­ ¯°¨¬¥°. �®¯³±²¨¬, ·²® ­  ª ¦¤»¥ ¤¥±¿²¼ ²»-

±¿· ¢¥«®±¨¯¥¤®¢, ¢»¯³±ª ¥¬»µ ­¥ª®²®°»¬ § ¢®¤®¬, ®¤¨­ ¢¥«®±¨-

¯¥¤ ¨¬¥¥² ¤¥´¥ª² ¯¥°¥¤­¥© ¢²³«ª¨ ¨ ¤¢  | ¤¥´¥ª² § ¤­¥© ¢²³«ª¨.

�® ¥±²¼ ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® ¢»¡° ­­»© ­ ³£ ¤ ¢¥«®±¨¯¥¤ ¨¬¥¥²

¡° ª®¢ ­­³¾ ¯¥°¥¤­¾¾ ¢²³«ª³, ° ¢­  1
10000

,   § ¤­¥© | 2
10000

. �®-

¯³±²¨¬, ·²® ¯¥°¥¤­¨¥ ¨ § ¤­¨¥ ¢²³«ª¨ ¨§£®²®¢«¿¾² ¢ ° §­»µ ¶¥µ µ

¨ ­ «¨·¨¥ ¤¥´¥ª²  ¢ ®¤­®© ¨§ ­¨µ ­¥ ³¢¥«¨·¨¢ ¥² ¨ ­¥ ³¬¥­¼¸ ¥²

¢¥°®¿²­®±²¼ ¤¥´¥ª²  ¢ ¤°³£®©. �³¦­® ­ ©²¨ ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²®

¢»¡° ­­»© ­ ³£ ¤ ¢¥«®±¨¯¥¤ ¨¬¥¥² ¤¥´¥ª²» ®¡¥¨µ ¢²³«®ª. � ±±³-

¦¤ ²¼ ­³¦­®, ª ª ¨ ¢ ¯°¥¤»¤³¹¨µ ±«³· ¿µ. �§ Q ¢¥«®±¨¯¥¤®¢

®²¡¥°�¥¬ ¨¬¥¾¹¨¥ ¤¥´¥ª² ¯¥°¥¤­¥© ¢²³«ª¨. �µ ·¨±«® ° ¢­® Q
10000

.

�§ ­¨µ ¢»¡¥°¥¬ ¢¥«®±¨¯¥¤» ± ¤¥´¥ª²®¬ ¨ § ¤­¥© ¢²³«ª¨. �®«³·¨¬
Q

10000
� 2
10000

. �±ª®¬ ¿ ¢¥°®¿²­®±²¼ ° ¢­  1
10000

� 2
10000

= 2 � 10�8.



30 ����� 2. �������� ������� �������� ������������

� ®¡®¨µ ¯°¨¬¥° µ ¡»«¨ § ¤ ­» ¢¥°®¿²­®±²¨ ­¥±ª®«¼ª¨µ ±®¡»-

²¨© ¨ ²°¥¡®¢ «®±¼ ­ ©²¨ ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® ½²¨ ±®¡»²¨¿ ­ ±²³-

¯¿² ±®¢¬¥±²­®, ². ¥. ¢ ®¤­®¬ ®¯»²¥. �®«³·¥­­»¥ °¥§³«¼² ²» ¬®¦­®

±´®°¬³«¨°®¢ ²¼ ¢ ®¡¹¥¬ ¢¨¤¥:

�¥°®¿²­®±²¼ ±®¢¬¥±²­®£® ­ ±²³¯«¥­¨¿ ­¥±ª®«¼ª¨µ ±®¡»²¨© ° ¢-

­  ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¾ ¢¥°®¿²­®±²¥© ½²¨µ ±®¡»²¨©.

� ½²®¬³ ¯° ¢¨«³ ­³¦­® ±¤¥« ²¼ ¢ ¦­®¥ ¤®¯®«­¥­¨¥. �® ¢±¥µ

¯°¨¬¥° µ ´¨£³°¨°®¢ «¨ ­¥§ ¢¨±¨¬»¥ ±®¡»²¨¿. �¢  ±®¡»²¨¿ ­ -

§»¢ ¾²±¿ ­¥§ ¢¨±¨¬»¬¨, ¥±«¨ ®±³¹¥±²¢«¥­¨¥ ®¤­®£® ¨§ ­¨µ ­¥

¢«¨¿¥² ­  ¢¥°®¿²­®±²¼ ®±³¹¥±²¢«¥­¨¿ ¤°³®£®. � ¯°¨¬¥°, ²® ®¡-

±²®¿²¥«¼±²¢®, ·²® ¯°¨ ¯¥°¢®¬ ¡°®±ª¥ ª³¡¨ª  ¢»¯ «® ·¨±«® 6, ­¨-

ª ª ­¥ ¢«¨¿¥² ­  ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® ¢® ¢²®°®¬ ¡°®±ª¥ ¢»¯ ¤¥²

4, ±³¹¥±²¢®¢ ­¨¥ ¡° ª  ¯¥°¥¤­¥© ¢²³«ª¨ ­¥ ±ª §»¢ ¥²±¿ ­  ¢¥°®-

¿²­®±²¨ ¡° ª  § ¤­¥© ¢²³«ª¨.

�¥£ª® ¯®­¿²¼, ·²® ­¥§ ¢¨±¨¬®±²¼ ±®¡»²¨© ®·¥­¼ ¢ ¦­  ¤«¿ ¢»-

¢®¤  ¯° ¢¨«  ³¬­®¦¥­¨¿ ¢¥°®¿²­®±²¥©.

� ±±¬®²°¨¬ ±­®¢  ¯°¨¬¥° ± ¢¥«®±¨¯¥¤ ¬¨ ¨ ¤®¯³±²¨¬, ·²® ­¥-

§ ¢¨±¨¬®±²¼ ±®¡»²¨© ­ °³¸¥­  ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬. �¥°¥¤­¨¥

¨ § ¤­¨¥ ¢²³«ª¨ ª ¦¤®£® ¢¥«®±¨¯¥¤  ±®¡¨° ¾²±¿ ®¤­®¢°¥¬¥­­®,

¯°¨·�¥¬ ¢ ®¯°¥¤¥«�¥­­»¥ ¤­¨ ¢¥°®¿²­®±²¼ ¡° ª  ¡®«¼¸¥, ·¥¬ ¢ ¤°³-

£¨¥ ¤­¨. �®£¤  ­ «¨·¨¥ ¡° ª  ®¤­®© ¨§ ¢²³«®ª ³¢¥«¨·¨¢ ¥² ¢¥°®-

¿²­®±²¼ ¡° ª  ¢²®°®©, ¯®±ª®«¼ª³ ³¢¥«¨·¨¢ ¥²±¿ ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®,

·²® ¤ ­­»© ¢¥«®±¨¯¥¤ ¨§£®²®¢«¿«±¿ ¢ ­¥³¤ ·­»¥ ¤­¨. �®½²®¬³

¢®§° ±² ¥² ¢¥°®¿²­®±²¼ ¡° ª  ®¡¥¨µ ¢²³«®ª.

�²®¡» «³·¸¥ ½²® ¯®­¿²¼, ° ±±¬®²°¨¬ ª° ©­¨© ±«³· ©: ¤®¯³-

±²¨¬, ¢¥±¼ ¡° ª ¤¥« ¥²±¿ ¢ ®¯°¥¤¥«�¥­­»¥ ¤­¨. �±¥ ¢¥«®±¨¯¥¤»,

¢»¯³¹¥­­»¥ ¢ ½²¨ ¤­¨, ¨¬¥¾² ¡° ª § ¤­¥© ¢²³«ª¨,   ¯®«®¢¨­  ¨µ
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¨¬¥¥² ª ²®¬³ ¦¥ ¡° ª ¯¥°¥¤­¥© ¢²³«ª¨. �®£¤  ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®,

·²® ¢¥«®±¨¯¥¤, ¢»¡° ­­»© ­ ³£ ¤ ±°¥¤¨ ¯°®¤³ª¶¨¨ ¶¥«®£® £®¤ ,

¨¬¥¥² ¡° ª ®¡¥¨µ ¢²³«®ª, ° ¢­  ¢¥°®¿²­®±²¨ ¡° ª  ¯¥°¥¤­¥© ¢²³«-

ª¨, ². ¥. ° ¢­  1
10000

,   ¢®¢±¥ ­¥ 2 �10�8. �² ª, ¯° ¢¨«® ³¬­®¦¥­¨¿
¢¥°®¿²­®±²¥© ±¯° ¢¥¤«¨¢® ²®«¼ª® ¤«¿ ­¥§ ¢¨±¨¬»µ ±®¡»²¨©.

�° ¢¨«® ³¬­®¦¥­¨¿ ¯®§¢®«¿¥² «¥£ª® °¥¸¨²¼ § ¤ ·³ ® ¯¿²¨

±²°¥«ª µ, ±´®°¬³«¨°®¢ ­­³¾ ¢ ¯°¥¤»¤³¹¥¬ ° §¤¥«¥. � ¯®¬­¨¬

³±«®¢¨¥: ¯¿²¼ ±²°¥«ª®¢ ®¤­®¢°¥¬¥­­® ±²°¥«¿¾² ¢ ¶¥«¼, ¯°¨·�¥¬ ¢¥-

°®¿²­®±²¼ ¯®¯ ±²¼ ¤«¿ ª ¦¤®£® ¨§ ­¨µ ° ¢­  1
3
. � ©²¨ ¢¥°®¿²­®±²¼

²®£®, ·²® ¢ ¶¥«¼ ¯®¯ ¤�¥² µ®²¿ ¡» ®¤¨­ ¨§ ­¨µ.

�°®¹¥ ¢±¥£® ¬®¦­® °¥¸¨²¼ § ¤ ·³, ­ ©¤¿ ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²®

­¨ ®¤¨­ ¨§ ±²°¥«ª®¢ ­¥ ¯®¯ ¤�¥² ¢ ¶¥«¼ (®¡®§­ ·¨¬ ½²³ ¢¥°®¿²­®±²¼

·¥°¥§ P0). � ª ª ª ¯®¯ ¤ ­¨¿ ° §«¨·­»µ ±²°¥«ª®¢ ¢ ¶¥«¼ ±«¥¤³¥²

±·¨² ²¼ ­¥§ ¢¨±¨¬»¬¨ ±®¡»²¨¿¬¨, ¢¥°®¿²­®±²¼ �0 ° ¢­  ¯°®¨§¢¥-

¤¥­¨¾ ¢¥°®¿²­®±²¥© ²®£®, ·²® ¯°®¬ ¦¥² ª ¦¤»© ¨§ ±²°¥«ª®¢. �®-

¡»²¨¥, ±®±²®¿¹¥¥ ¢ ²®¬, ·²® ­¥ª®²®°»© ±²°¥«®ª ¯®¯ ¤�¥² ¢ ¶¥«¼, ¨

±®¡»²¨¥, ±®±²®¿¹¥¥ ¢ ²®¬, ·²® ®­ ¯°®¬ ¦¥², ±®±² ¢«¿¾² ¯®«­³¾

±¨±²¥¬³ ±®¡»²¨©. �³¬¬  ¢¥°®¿²­®±²¥© ¤¢³µ ½²¨µ ±®¡»²¨© ° ¢­ 

¥¤¨­¨¶¥. �±«¨ ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® ±²°¥«®ª ¯®¯ ¤�¥² ¢ ¶¥«¼, ° ¢-

­  1
3
, ²® ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® ®­ ­¥ ¯®¯ ¤�¥², ° ¢­  1 � 1

3
= 2

3
.

�¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® ¯°®¬ ¦³² ¢±¥ ¯¿²¼ ±²°¥«ª®¢, ° ¢­ 

P0 =
2

3
� 2
3
� 2
3
� 2
3
� 2
3
=

�
2

3

�5

:

�®¡»²¨¥, ±®±²®¿¹¥¥ ¢ ²®¬, ·²® ­¥ ¯®¯ ¤�¥² ¢ ¶¥«¼ ­¨ ®¤¨­ ¨§ ±²°¥«-

ª®¢, ¨ ±®¡»²¨¥, ±®±²®¿¹¥¥ ¢ ²®¬, ·²® ¯®¯ ¤�¥² µ®²¿ ¡» ®¤¨­, ®¡° -

§³¾² ¯®«­³¾ ±¨±²¥¬³ ±®¡»²¨©. �³¬¬  ¢¥°®¿²­®±²¥© ½²¨µ ±®¡»-

²¨© ° ¢­  ¥¤¨­¨¶¥. �®½²®¬³ ¨±ª®¬ ¿ ¢¥°®¿²­®±²¼ � ³¤®¢«¥²¢®°¿¥²



32 ����� 2. �������� ������� �������� ������������

³° ¢­¥­¨¾

P + P0 = 1;

®²ª³¤  ±«¥¤³¥², ·²®

P = 1� P0 = 1�
�
2

3

�5

� 0; 87:

�¯° ¦­¥­¨¿

1. � ±¥²ª¥, ±®¤¥°¦ ¹¥© N ³§«®¢, ¡«®ª¨°®¢ ­» N 0 ³§«®¢. � ª®-
¢  ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® ±«³· ©­® ¢»¡° ­­»© ³§¥« ®ª ¦¥²±¿

¡«®ª¨°®¢ ­­»¬? �¥¡«®ª¨°®¢ ­­»¬?

2. � ©¤¨²¥ ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® ²°¨ ¡°®±ª  ª³¡¨ª , ¯°®¨§-

¢¥¤�¥­­»µ ¯®¤°¿¤, ¤ «¨ ²°¨ ·¨±«  1, 2, 3 ¢ «¾¡®© ¯®±«¥¤®-

¢ ²¥«¼­®±²¨. � «¨ ·¨±«  1, 2, 2 ¢ «¾¡®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨.

3. �¥°¢»© ¶¥µ ¢»¯³±ª ¥² µ®°®¸¨¥ ¤¥² «¨ ± ¢¥°®¿²­®±²¼¾ 0,8,

  ¢²®°®© ¶¥µ | ± ¢¥°®¿²­®±²¼¾ 0,9. �§¿«¨ ­ ³£ ¤ 3 ¤¥² «¨

¯¥°¢®£® ¶¥µ  ¨ 4 ¤¥² «¨ ¢²®°®£®. � ©¤¨²¥ ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®,

·²® ¢±¥ 7 ¤¥² «¥© µ®°®¸¨¥.
2.4. �®°®£ ¯°®²¥ª ­¨¿ ¢ ±¥²ª¥ 2� 2

�®®¡¹�¥­­»µ ¢»¸¥ ±¢¥¤¥­¨© ¨§ ²¥®°¨¨ ¢¥°®¿²­®±²¨ ¢¯®«­¥ ¤®-

±² ²®·­®, ·²®¡» ¨±±«¥¤®¢ ²¼ § ¤ ·³ ® ¯°®²¥ª ­¨¨ ¢ ª¢ ¤° ²­®©

±¥²ª¥ ¨§ 4 ³§«®¢ (N = 4).
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�µ¥¬  ®¯»²  ± ±¥²ª®© 2 � 2 ¨§®¡° ¦¥­  ­  °¨±. 2.1. �®¬¥° 

·¥²»°�¥µ ³§«®¢ ­ ¯¨± ­» ­  ®²¤¥«¼­»µ ¡³¬ ¦ª µ, ¡³¬ ¦ª¨ ¯®«®-

¦¥­» ¢ ¸ ¯ª³ ¨ ¯¥°¥¬¥¸ ­». �®¯³±²¨¬, ·²® ¢ ¯¥°¢»© ° § ¢»² ¹¥-

­  ¡³¬ ¦ª  ± ­®¬¥°®¬ 1 ¨ ¡«®ª¨°®¢ ­ ¯¥°¢»© ³§¥« (°¨±. 2.1, ¡).

(�µ¥¬  ° ±±³¦¤¥­¨© ¨ ª®­¥·­»¥ °¥§³«¼² ²» ­¨±ª®«¼ª® ­¥ ¬¥­¿-

¾²±¿, ¥±«¨ ¢ ¯¥°¢»© ° § ¡«®ª¨°®¢ ­ ³§¥« ± ¤°³£¨¬ ­®¬¥°®¬. �¥«®

¢ ²®¬, ·²® ¢ ±¥²ª¥ ¨§ ·¥²»°�¥µ ³§«®¢ ¢±¥ ³§«» § ­¨¬ ¾² ° ¢­®¯° ¢-

­»¥ ¯®«®¦¥­¨¿.) �±«¨ ¢® ¢²®°®© ° § ¡³¤¥² ¡«®ª¨°®¢ ­ ³§¥« 2, ²®

²®ª ­¥ ¯°¥ª° ²¨²±¿ (°¨±. 2.1, ¢) | ®­ ¡³¤¥² ²¥·¼ ¯® ­¨¦­¥¬³

¯°®¢®¤³. �®±«¥ ²®£®, ª ª ¡³¤¥² ¡«®ª¨°®¢ ­ ²°¥²¨© ³§¥« (3 ¨«¨

4), ²®ª, ª®­¥·­®, ¯°¥ª° ²¨²±¿ ¨ ¡³¤¥² § ´¨ª±¨°®¢ ­®, ·²® ª°¨²¨-

·¥±ª ¿ ¤®«¿ ­¥¡«®ª¨°®¢ ­­»µ ³§«®¢ ° ¢­  1
4
. �±«¨ ¦¥ ¢® ¢²®°®©

° § ¡³¤¥² ¡«®ª¨°®¢ ­ ³§¥« 3 ¨«¨ 4, ²® ²®ª ¯°¥ª° ²¨²±¿ ¨ ª°¨²¨-

·¥±ª ¿ ¤®«¿ ®ª ¦¥²±¿ ° ¢­®© 1
2
(°¨±. 2.1, £, ¤). � ª¨¬ ®¡° §®¬,

¯®°®£ ¯°®²¥ª ­¨¿ xc ¿¢«¿¥²±¿ ¤¨±ª°¥²­®© ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­®©,

¯°¨­¨¬ ¾¹¥© §­ ·¥­¨¿ 1
4
¨ 1

2
. �»·¨±«¨¬ ¢¥°®¿²­®±²¼ P ²®£®, ·²®

®­  ¯°¨­¨¬ ¥² ª ¦¤®¥ ¨§ ½²¨µ §­ ·¥­¨©: P (1
4
) ¨ P (1

2
).

�±�¥ § ¢¨±¨² ®² ²®£®, ª ª®© ³§¥« ¡³¤¥² ¡«®ª¨°®¢ ­ ¢²®°»¬. �±«¨

³§¥« 2, ²® xc =
1
4
, ¥±«¨ 3 ¨«¨ 4, ²® xc =

1
2
.

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢¥°®¿²­®±²¼ � (1
4
) ° ¢­  ¢¥°®¿²­®±²¨ ²®£®, ·²®

¢²®°»¬ ®ª ¦¥²±¿ ³§¥« 2,   � (1
2
) ° ¢­  ¢¥°®¿²­®±²¨ ²®£®, ·²® ¢²®-

°»¬ ¡³¤¥² «¨¡® ³§¥« 3, «¨¡® ³§¥« 4. �®±«¥ ²®£®, ª ª ¡«®ª¨°®¢ ­

³§¥« 1, ¢±¥ ²°¨ ®±² ¢¸¨µ±¿ ³§«  ¨¬¥¾² ®¤¨­ ª®¢³¾ ¢¥°®¿²­®±²¼

¡»²¼ ¡«®ª¨°®¢ ­­»¬¨ ¢ ±«¥¤³¾¹¨© ° §. �³¬¬  ²°�¥µ ¢¥°®¿²­®±²¥©

° ¢­  ¥¤¨­¨¶¥, ¯®±ª®«¼ª³ ½²¨ ²°¨ ±®¡»²¨¿ ®¡° §³¾² ¯®«­³¾ ±¨-

±²¥¬³. �«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ª ¦¤ ¿ ¨§ ¢¥°®¿²­®±²¥© ° ¢­  1
3
.

�² ª, ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® ±«¥¤³¾¹¨¬ ¡«®ª¨°®¢ ­­»¬ ®ª -
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�¨±. 2.1. � ±·�¥² ±¥²ª¨ 2 � 2.  ) �±µ®¤­ ¿ ±¥²ª ; ¡) ¡«®ª¨°®¢ ­ ®¤¨­ ³§¥«;
¢, £, ¤) ¡«®ª¨°®¢ ­» ¤¢  ³§« . � ±«³· ¥ ¢ ²®ª ¯°¥°»¢ ¥²±¿ «¨¸¼ ¯®±«¥ ²®£®,
ª ª ¡«®ª¨°®¢ ­ ²°¥²¨© ³§¥«, ² ª ·²® xc = 1

4
. � ±«³· ¿µ £ ¨ ¤ ²®ª ¯°¥°»¢ ¥²±¿

¯®±«¥ ²®£®, ª ª ¡«®ª¨°®¢ ­ ¢²®°®© ³§¥«, ² ª ·²® xc = 1
2
. �°¨ ±«³· ¿ ¢, £ ¨ ¤

° ¢­®¢¥°®¿²­».

¦¥²±¿ ³§¥« 2, ° ¢­  1
3
. �® ¥±«¨ ³§¥« 2 | ±«¥¤³¾¹¨©, ²® xc =

1
4
.

�«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® xc = 1
4
, ° ¢­  1

3
, ². ¥.

P (1
4
) = 1

3
. �¥¯¥°¼ ­ ¤® ­ ©²¨ ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® ¢® ¢²®°®©

° § ¡³¤¥² ¡«®ª¨°®¢ ­ «¨¡® ³§¥« 3, «¨¡® ³§¥« 4. �®£« ±­® ¯° ¢¨«³

±«®¦¥­¨¿ ¢¥°®¿²­®±²¥© ®­  ° ¢­  ±³¬¬¥ ¢¥°®¿²­®±²¥©: 1
3
+ 1

3
= 2

3
.

�²® ¨ ¥±²¼ ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® xc ¯°¨­¨¬ ¥² §­ ·¥­¨¥
1
2
, ² ª¨¬

®¡° §®¬, � (1
2
) = 2

3
. � ª ª ª ¢®§¬®¦­» ¢±¥£® ¤¢  §­ ·¥­¨¿ xc, ²®

¤®«¦­® ¢»¯®«­¿²¼±¿ ° ¢¥­±²¢® P (1
2
) + P (1

4
) = 1. �¥©±²¢¨²¥«¼­®,

P (1
2
) + P (1

4
) = 2

3
+ 1

3
= 1.

�¥£ª® ¯°¥¤±ª § ²¼ ±°¥¤­¥¥ §­ ·¥­¨¥ ¯®°®£  ¯°®²¥ª ­¨¿ xc(4).

�®£« ±­® ´®°¬³«¥ (1.5), xc(4) =
1
2
�P (1

2
)+ 1

4
�P (1

4
) = 1

2
� 2
3
+ 1

4
� 1
3
= 5

12
.

�²® ·¨±«® ¤®¢®«¼­® ±¨«¼­® ®²«¨· ¥²±¿ ®² ¯®°®£®¢®£® §­ ·¥­¨¿

xc = lim
N!1

xc(N), ª®²®°®¥, ª ª ³¦¥ £®¢®°¨«®±¼, ° ¢­® � 0; 59.

�¥£ª® ¢»·¨±«¨²¼ ¤¨±¯¥°±¨¾ ¯®°®£  ¯°®²¥ª ­¨¿. �®£« ±­® ´®°-
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¬³«¥ (1.6),

�2(4) =

�
1

2
� 5

12

�2

� 2
3
+

�
1

4
� 5

12

�2

� 1
3
=

1

72
:

C°¥¤­¥¥ ª¢ ¤° ²¨·­®¥ ³ª«®­¥­¨¥

�(4) =

p
2

12

�¯° ¦­¥­¨¥

4. �®¢²®°¨²¥ ° ±±³¦¤¥­¨¿, ¯°¥¤¯®«®¦¨¢, ·²® ¢ ¯¥°¢»© ° § ¡»«

¡«®ª¨°®¢ ­ ³§¥« 3.
2.5. �¥¯°¥°»¢­ ¿ ±«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­ 

�® ±¨µ ¯®° ®¡±³¦¤ «¨±¼ ¤¨±ª°¥²­»¥ ±«³· ©­»¥ ¢¥«¨·¨­». �¤-

­ ª® ¡»¢ ¾² ¨ ­¥¯°¥°»¢­»¥ ±«³· ©­»¥ ¢¥«¨·¨­», ª®²®°»¥ ¬®£³²

¯°¨­¨¬ ²¼ «¾¡®¥ §­ ·¥­¨¥ ­  ­¥ª®²®°®¬ ®²°¥§ª¥ ·¨±«®¢®© ®±¨.

�®¯³±²¨¬, ·²® ±«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  a ¬®¦¥² ¯°¨­¨¬ ²¼ ¢±¥ §­ -

·¥­¨¿ y, «¥¦ ¹¨¥ ¢ ®¡« ±²¨ ®² A ¤® B (A 6 y 6 B), ®¤­ ª®, ®¤­¨

§­ ·¥­¨¿ ®­  ¯°¨­¨¬ ¥² · ±²®,   ¤°³£¨¥ °¥¤ª®. �²®¡» ®¯¨± ²¼ ½²®

¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨, ¢¢®¤¿² ´³­ª¶¨¾ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ f(y) ±«³· ©­®©

¢¥«¨·¨­» a.

�±­®¢­®¥ ±¢®©±²¢® ´³­ª¶¨¨ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ±®±²®¨² ¢ ±«¥¤³¾-

¹¥¬: ¥±«¨ ²®·ª¨ A1 ¨ B1 «¥¦ ² ¢­³²°¨ ¨­²¥°¢ «  (A; B), ¯°¨·�¥¬

A1 < B1, ²® ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® §­ ·¥­¨¥ ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­»

®ª ¦¥²±¿ ¢ ¨­²¥°¢ «¥ A1 6 y 6 B1, ° ¢­® ¯«®¹ ¤¨, ®£° ­¨·¥­-

­®© £° ´¨ª®¬ ´³­ª¶¨¨ f(³), ®±¼¾  ¡±¶¨±± ¨ ¯¥°¯¥­¤¨ª³«¿° ¬¨,
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¢®±±² ­®¢«¥­­»¬¨ ¢ ²®·ª µ A1 ¨ B1 (­  °¨±. 2.2 ½²  ¯«®¹ ¤¼ § -

¸²°¨µ®¢ ­ ). �¥, ª²® §­ ª®¬ ± ¨­²¥£° «¼­»¬ ¨±·¨±«¥­¨¥¬, ¯®©¬³²,

·²® ½²  ¢¥°®¿²­®±²¼ (®¡®§­ ·¨¬ ¥�¥ ·¥°¥§ P (A1; B1)) ¢»° ¦ ¥²±¿

´®°¬³«®©

P (A1; B1) =

B1Z
A1

f(y) dy:

� ª ª ª ¢±¥ §­ ·¥­¨¿ ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» ­ µ®¤¿²±¿ ¢ ¨­²¥°-

¢ «¥ (A; �) ¨ ª ª®¥-²® ¨§ ­¨µ ®­  ®¡¿§ ²¥«¼­® ¯°¨­¨¬ ¥², ²®

¨±ª®¬ ¿ ¯«®¹ ¤¼ ° ¢­  ¥¤¨­¨¶¥. �­»¬¨ ±«®¢ ¬¨,

P (A; B) =

BZ
A

f(y) dy = 1: (2.1)

�²® ° ¢¥­±²¢® ¨­®£¤  ­ §»¢ ¾² ³±«®¢¨¥¬ ­®°¬¨°®¢ª¨ ´³­ª¶¨¨

° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿.

�¨£³° , ¯«®¹ ¤¼ ª®²®°®© ¢»° ¦ ¥²±¿ ¨­²¥£° «®¬ (2.1), ­ §»-

¢ ¥²±¿ ª°¨¢®«¨­¥©­®© ²° ¯¥¶¨¥© (±¬. °¨±. 2.2). �±«¨ ¨­²¥°¢ «

(A1; B1) ±²®«¼ ¬ «, ·²® ´³­ª¶¨¿ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¢­³²°¨ ½²®£® ¨­-

²¥°¢ «  ¯° ª²¨·¥±ª¨ ­¥ ³±¯¥¢ ¥² ¨§¬¥­¨²¼±¿, ²® ª°¨¢®«¨­¥©­³¾

²° ¯¥¶¨¾ ¬®¦­® ± ³±¯¥µ®¬ § ¬¥­¨²¼ ¯°¿¬®³£®«¼­¨ª®¬ ± ¢»±®²®©

f(y1), £¤¥ y1 | «¾¡ ¿ ²®·ª  ¨§ ¨­²¥°¢ «  (A1; B1). �®£¤ 

P (A1; B1) = f(y1)�; (2.2)

£¤¥ � = B1�A1 ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ¸¨°¨­³ ¨­²¥°¢ «  (A1; B1).

� ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© «¨²¥° ²³°¥ ´³­ª¶¨¾ f(³) ­ §»¢ ¾² ¯«®²­®-

±²¼¾ ¢¥°®¿²­®±²¨. � ª ¢¨¤­® ¨§ ´®°¬³«» (2.2), ¯°¨ ¬ «®© ¸¨°¨­¥
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�¨±. 2.2.

¨­²¥°¢ «  (²®«¼ª® ²®£¤  ¨ ¯°¨¬¥­¨¬  ½²  ´®°¬³« !) ¢¥°®¿²­®±²¼

²®£®, ·²® ±«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  ®ª ¦¥²±¿ ¢­³²°¨ ¨­²¥°¢ « , ¯°¿¬®

¯°®¯®°¶¨®­ «¼­  ¸¨°¨­¥ ¨­²¥°¢ « . �³­ª¶¨¿ f(³) ¯°¥¤±² ¢«¿¥²

±®¡®© ¢¥°®¿²­®±²¼, ¯®¤¥«�¥­­³¾ ­  ¸¨°¨­³ ¨­²¥°¢ « , ¨«¨ ¢¥°®-

¿²­®±²¼, ®²­¥±�¥­­³¾ ª ¥¤¨­¨¶¥ ¤«¨­» ¨­²¥°¢ « , ¨«¨, ¨­»¬¨ ±«®-

¢ ¬¨, ¯«®²­®±²¼ ¢¥°®¿²­®±²¨. �¤­ ª® ´¨§¨ª¨ · ±²® ¯°¥¤¯®·¨² ¾²

²¥°¬¨­ À´³­ª¶¨¿ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿Á.

�®°¬³«» (1.5) ¨ (1.6) ¤«¿ ±°¥¤­¥£® §­ ·¥­¨¿ ¨ ¤«¿ ¤¨±¯¥°±¨¨

¢ ±«³· ¥ ­¥¯°¥°»¢­®© ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» ¯¥°¥¯¨¸¥¬ ¢ ¢¨¤¥

�a =

BZ
A

yf(y) dy; (2.3)

�2 =

BZ
A

(y � �a)2f(y) dy; (2.4)

£¤¥ �a | ±°¥¤­¥¥ §­ ·¥­¨¥ ­¥¯°¥°»¢­®© ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­»  .

�°¨¢¥¤�¥¬ ¯°¨¬¥° ´³­ª¶¨¨ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿.

� ¢­®¬¥°­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥. �¥¯°¥°»¢­ ¿ ±«³· ©­ ¿ ¢¥-

«¨·¨­  ± ®¤¨­ ª®¢®© ¢¥°®¿²­®±²¼¾ ¯°¨­¨¬ ¥² ¢±¥ §­ ·¥­¨¿ ®² ­³-

«¿ ¤® ¥¤¨­¨¶» ¨ ­¥ ¬®¦¥² ¯°¨­¨¬ ²¼ ­¨ª ª¨µ ¤°³£¨µ §­ ·¥­¨©.
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�¨±. 2.3.

�·¥¢¨¤­®, ·²® ´³­ª¶¨¿ f(y) ­¥ § ¢¨±¨² ®² ³ ¢­³²°¨ ¨­²¥°¢ «  (0,

1) ¨ ° ¢­  ­³«¾ ¢­¥ ½²®£® ¨­²¥°¢ «  (°¨±. 2.3). ��¥ §­ ·¥­¨¥ ¢­³-

²°¨ ¨­²¥°¢ «  «¥£ª® ­ ©²¨ ¨§ ³±«®¢¨¿ ­®°¬¨°®¢ª¨ (2.1). � ¤ ­­®¬

±«³· ¥ A = 0, B = 1,   ª°¨¢®«¨­¥©­ ¿ ²° ¯¥¶¨¿ ¯°¥¢° ²¨« ±¼ ¢

¯°¿¬®³£®«¼­¨ª, ¯«®¹ ¤¼ ª®²®°®£® ° ¢­  f0 � 1, £¤¥ f0 | §­ ·¥-

­¨¥ ´³­ª¶¨¨ ¢­³²°¨ ¨­²¥°¢ « ,   ¸¨°¨­  ¨­²¥°¢ «  ° ¢­  1. �§

³±«®¢¨¿ ­®°¬¨°®¢ª¨ ±«¥¤³¥², ·²® f0 � 1 = 1, ². ¥. f0 = 1. �² ª,

f(y) =

�
1 ¯°¨ 0 6 y 6 1;

0 ¯°¨ y > 1 ¨ y < 0:
(2.5)

�¯° ¦­¥­¨¥

5. �¥¯°¥°»¢­ ¿ ±«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  a ± ° ¢­®© ¢¥°®¿²­®±²¼¾

¯°¨­¨¬ ¥² ¢±¥ §­ ·¥­¨¿ ®² �1 ¤® +1. � ©¤¨²¥ ¢¥°®¿²­®±²¼

²®£®, ·²® ®­  ¯®¯ ¤�¥² ¢ ¨­²¥°¢ « ®² �3
4
¤® �1

4
.

2.6. �®°®£ ¯°®²¥ª ­¨¿ ª ª ­¥¯°¥°»¢­ ¿ ±«³· ©­ ¿

¢¥«¨·¨­ 

�®°®£ ¯°®²¥ª ­¨¿ ¿¢«¿¥²±¿, ±²°®£® £®¢®°¿, ¤¨±ª°¥²­®© ±«³· ©-
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­®© ¢¥«¨·¨­®©, ² ª ª ª ¢±¥ §­ ·¥­¨¿, ª®²®°»¥ ®­ ¬®¦¥² ¯°¨­¨-

¬ ²¼, ¯°¥¢° ¹ ¾²±¿ ¢ ¶¥«»¥ ·¨±«  ¯®±«¥ ³¬­®¦¥­¨¿ ­  ¯®«­®¥ ·¨-

±«® ³§«®¢ N . �¤­ ª® ¯°¨ ¡®«¼¸¨µ §­ ·¥­¨¿µ N ° §­®±²¼ ¡«¨¦ ©-

¸¨µ ¢®§¬®¦­»µ §­ ·¥­¨© ½²®© ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» ®·¥­¼ ¬ « 

(®­  ° ¢­  N�1). �®½²®¬³ ¢ ­ ¨¡®«¥¥ ¢ ¦­®¬ ±«³· ¥, ª®£¤  ·¨±«®

³§«®¢ ¢¥«¨ª®, ¯®°®£ ¯°®²¥ª ­¨¿ xc ¬®¦­® ± µ®°®¸¥© ²®·­®±²¼¾

° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª ­¥¯°¥°»¢­³¾ ±«³· ©­³¾ ¢¥«¨·¨­³, ¯°¨­¨¬ -

¾¹³¾ ¢±¥¢®§¬®¦­»¥ §­ ·¥­¨¿, ° ±¯®«®¦¥­­»¥ ¢­³²°¨ ­¥ª®²®°®£®

¨­²¥°¢ «  ­  ·¨±«®¢®© ®±¨. �®£¤  ¢¥«¨·¨­³ xc ±«¥¤³¥² µ ° ª²¥°¨-

§®¢ ²¼ ´³­ª¶¨¥© ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ f(³). � ½²®¬ ° §¤¥«¥ ®¯¨± ­®, ª ª

¢»£«¿¤¨² ´³­ª¶¨¿ f(³) ¯°¨ ¡®«¼¸¨µ §­ ·¥­¨¿µ N .

�³­ª¶¨¿ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¯®°®£®¢»µ §­ ·¥­¨© xc ¤®«¦­  § ¢¨-

±¥²¼ ®² ·¨±«  ³§«®¢ ±¥²ª¨ N , ± ª®²®°®© ¢¥¤³²±¿ ®¯»²». �®½²®-

¬³ ¡³¤¥² ¯° ¢¨«¼­¥¥ ®¡®§­ · ²¼ ´³­ª¶¨¾ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ·¥°¥§

fN(y). �®¤ ¢¥«¨·¨­®© ³ ³¤®¡­® ¯®­¨¬ ²¼ ­¥ ± ¬® ¯®°®£®¢®¥ §­ -

·¥­¨¥,   ¥£® ®²ª«®­¥­¨¥ ®² ±°¥¤­¥£® §­ ·¥­¨¿ xc(N). �®£¤  fN(y)�

¯°¥¤±² ¢«¿¥² ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® ¯®°®£®¢®¥ §­ ·¥­¨¥, ¯®«³·¥­-

­®¥ ¢ ­¥ª®²®°®¬ ®¯»²¥, ®²«¨· ¥²±¿ ®² ±°¥¤­¥£® §­ ·¥­¨¿ xc(N) ­ 

¢¥«¨·¨­³, «¥¦ ¹³¾ ¢ ¬ «®¬ ¨­²¥°¢ «¥ � ®ª®«® §­ ·¥­¨¿ ³. �®

®¯°¥¤¥«¥­¨¾ ±°¥¤­¥¥ §­ ·¥­¨¥, ¢»·¨±«¥­­®¥ ± ¯®¬®¹¼¾ ´³­ª¶¨¨

fN(y) ¯® ´®°¬³«¥ (2.3), ° ¢­® ­³«¾.

�  °¨±. 2.4 ¯°¥¤±² ¢«¥­  ´³­ª¶¨¿ fN(y) ¯°¨ ²°�¥µ ° §«¨·­»µ

§­ ·¥­¨¿µ N . � ª ¢¨¤­® ¨§ °¨±³­ª , ± ³¢¥«¨·¥­¨¥¬ ·¨±«  ³§«®¢

N ´³­ª¶¨¿ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ±² ­®¢¨²±¿ ¢±�¥ ¡®«¥¥ ®±²°®©. �²® ®§­ -

· ¥², ·²® ®²ª«®­¥­¨¿ ®² ±°¥¤­¥£® §­ ·¥­¨¿ (­ ¯®¬­¨¬, ·²® ®­®

¯°¨­¿²® ° ¢­»¬ ­³«¾!) ±² ­®¢¿²±¿ ± °®±²®¬ N ¢±�¥ ¬¥­¥¥ ¨ ¬¥­¥¥

¢¥°®¿²­»¬¨. �®£« ±­® ´®°¬³«¥ (2.1) ¯°¥¤»¤³¹¥£® ° §¤¥«  ¯«®-
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�¨±. 2.4. �³­ª¶¨¨ fN(y). �¨±«® ³§«®¢ N ¢®§° ±² ¥² ± ­®¬¥°®¬ ª°¨¢®©. �²°¨-
µ®¢ ¿ «¨­¨¿ ¯®ª §»¢ ¥² ¯®«®¢¨­³ ¢»±®²» ª°¨¢®© 3, �N | ¯®«³¸¨°¨­  ½²®©
ª°¨¢®©.

¹ ¤¨ ¯®¤ ¢±¥¬¨ ²°¥¬¿ ª®«®ª®«®®¡° §­»¬¨ ª°¨¢»¬¨ ¤®«¦­» ¡»²¼

®¤¨­ ª®¢»¬¨. � ³¢¥«¨·¥­¨¥¬ N ³¢¥«¨·¨¢ ¥²±¿ ¬ ª±¨¬ «¼­ ¿ ¢»-

±®²  ª°¨¢»µ ¨ ³¬¥­¼¸ ¥²±¿ ¸¨°¨­ . �¨°¨­³ ª®«®ª®«®®¡° §³¾-

¹¥© ª°¨¢®© ¬®¦­® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ª ª ° ±±²®¿­¨¥ ¬¥¦¤³ ²®·ª ¬¨ ¯¥-

°¥±¥·¥­¨¿ ½²®© ª°¨¢®© ± £®°¨§®­² «¼­®© ¯°¿¬®©, ¯°®¢¥¤�¥­­®© ­ 

° ±±²®¿­¨¨ ®² ®±¨  ¡±¶¨±±, ° ¢­®¬ ¯®«®¢¨­¥ ¬ ª±¨¬ «¼­®© ¢»±®-

²» ª°¨¢®© (°¨±. 2.4). �¡®§­ ·¨¬ ½²³ ¸¨°¨­³ ·¥°¥§ �N | ®¡»·­®

¥�¥ ­ §»¢ ¾² ¯®«³¸¨°¨­®©.

�­ ·¥­¨¿ ¯®°®£  ¯°®²¥ª ­¨¿, «¥¦ ¹¨¥ ¢­¥ ¯®«³¸¨°¨­» ª°¨-

¢®©, ¨¬¥¾² ¢¥°®¿²­®±²¼ ¯® ª° ©­¥© ¬¥°¥ ¢ ¤¢  ° §  ¬¥­¼¸³¾, ·¥¬

­ ¨¡®«¥¥ ¢¥°®¿²­®¥ §­ ·¥­¨¥ ¯®°®£ . � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯®«³¸¨°¨­ 

µ ° ª²¥°¨§³¥² ²¨¯¨·­»© ° §¡°®± ¯®°®£®¢ ¯°®²¥ª ­¨¿, ¢ª«¾· ¾-

¹¨© ®²ª«®­¥­¨¿, ¢¥°®¿²­®±²¼ ª®²®°»µ ¢ ¤¢  ° §  ¬¥­¼¸¥, ·¥¬ ¢¥-

°®¿²­®±²¼ ¢ ¬ ª±¨¬³¬¥ ª°¨¢®© fN(y).

�±¯®¬­¨¬, ·²® ¯® ±³¹¥±²¢³ ² ª³¾ ¦¥ ¨­´®°¬ ¶¨¾ ­¥±�¥² ¨ ±°¥¤-

­¥¥ ª¢ ¤° ²¨·­®¥ ³ª«®­¥­¨¥ (£«. 1). �­® ­¥ ®¯°¥¤¥«¿¥² ³ª«®­¥-
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­¨¥, ¢¥°®¿²­®±²¼ ª®²®°®£® °®¢­® ¢ ¤¢  ° §  ¬¥­¼¸¥ ¬ ª±¨¬ «¼­®©,

­® ²®¦¥ ®¯°¥¤¥«¿¥² ²¨¯¨·­»© ° §¡°®± §­ ·¥­¨© ¯®°®£®¢ ¯°®²¥ª -

­¨¿.

�«¿ «¾¡®© ª®«®ª®«®®¡° §­®© ª°¨¢®© ¢¥«¨·¨­» �N ¨ �N ¯°®-

¯®°¶¨®­ «¼­» ¤°³£ ¤°³£³, ­® ª®½´´¨¶¨¥­² ¯°®¯®°¶¨®­ «¼­®±²¨

§ ¢¨±¨² ®² ¢¨¤  ª°¨¢®©. � ±·�¥²» ­  ��� ¯®ª § «¨, ·²® ´³­ª¶¨¿

° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¯®°®£®¢ ¯°®²¥ª ­¨¿ ¿¢«¿¥²±¿ £ ³±±®¢®© ´³­ª¶¨¥©

(­ §¢ ­­®© ¯® ¨¬¥­¨ ¢¥«¨ª®£® ¬ ²¥¬ ²¨ª  �. � ³±± ). �²  ´³­ª-

¶¨¿ ¨¬¥¥² ¢¨¤

fN(y) =
1

�N
p
2�

exp

�
� y2

2�2N

�
; (2.6)

£¤¥ exp a = ea; ¥ � 2; 72 | ®±­®¢ ­¨¥ ­ ²³° «¼­®£® «®£ °¨´-

¬ . �­  ¨ ¨§®¡° ¦¥­  ­  °¨±. 2.4 ¯°¨ ° §«¨·­»µ §­ ·¥­¨¿µ �N .

�®±ª®«¼ª³ ´³­ª¶¨¿ ±¨¬¬¥²°¨·­  ®²­®±¨²¥«¼­® ²®·ª¨ ³ = 0, ¢

ª®²®°®© ®­  ¤®±²¨£ ¥² ¬ ª±¨¬³¬ , ¯®«³¸¨°¨­³ �N ¬®¦­® ­ ©²¨

¨§ ±®®²­®¸¥­¨¿ (±¬. °¨±. 2.4)

fN

�
�N

2

�
=

1

2
fN(0):

�±¯®«¼§³¿ ´®°¬³«³ (2.6), ¯®«³· ¥¬

�N = 2 (2 ln 2)
1
2�N :

�®£« ±­® ´®°¬³«¥ (1.8), ¢¥«¨·¨­  �N ®¡° ¹ ¥²±¿ ¢ ­³«¼ ¯® ±²¥-

¯¥­­®¬³ § ª®­³, ¥±«¨ N !1. �²® §­ ·¨², ·²® ¯°¨ ¡¥§£° ­¨·­®¬

³¢¥«¨·¥­¨¨ ·¨±«  ³§«®¢ ¯®«³¸¨°¨­  ´³­ª¶¨¨ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¯®-

°®£®¢ ¯°®²¥ª ­¨¿ ±²°¥¬¨²±¿ ª ­³«¾, ². ¥. ± ¬  ´³­ª¶¨¿ ¯°¥¢° ¹ -

¥²±¿ ¢ °¥§ª¨© ¯¨ª. �±¥ §­ ·¥­¨¿ ¯®°®£  ¯°®²¥ª ­¨¿, ª°®¬¥ ®¤­®£®,
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¨¬¥¾² ­³«¥¢³¾ ¢¥°®¿²­®±²¼. � ±¢¿§¨ ± ½²¨¬ ¬» ¥¹�¥ ° § ¯®¢²®°¨¬

± ¬®¥ £« ¢­®¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ ¯°¥¤»¤³¹¥© £« ¢»: ¯°¨ N ! 1 ¯®-

°®£ ¯°®²¥ª ­¨¿ ¯°¥¢° ¹ ¥²±¿ ¨§ ¢¥«¨·¨­» ±«³· ©­®© ¢ ¢¥«¨·¨­³

¤®±²®¢¥°­³¾.

�¯° ¦­¥­¨¥

6. (�«¿ ¢« ¤¥¾¹¨µ ¨­²¥£° «¼­»¬ ¨±·¨±«¥­¨¥¬!) �®¤±² ¢¼²¥

´³­ª¶¨¾ fN(³), ®¯°¥¤¥«¿¥¬³¾ ´®°¬³«®© (2.6), ¢ ´®°¬³-

«» (2.3) ¨ (2.4) ¨ ¤®ª ¦¨²¥, ·²® ±°¥¤­¥¥ §­ ·¥­¨¥ �a, ¢»·¨-

±«¥­­®¥ ± ¯®¬®¹¼¾ ½²®© ´³­ª¶¨¨, ° ¢­® ­³«¾,   ¤¨±¯¥°±¨¿

�2 ° ¢­  �2N .



�« ¢  3.

�¥±ª®­¥·­»© ª« ±²¥°

� ½²®© £« ¢¥ °¥·¼ ¯®-¯°¥¦­¥¬³ ¡³¤¥² ¨¤²¨ ® § ¤ ·¥ ³§«®¢ ²¥®-

°¨¨ ¯°®²¥ª ­¨¿, ®¤­ ª® ­  ½²®² ° § ®­  ¡³¤¥² ±´®°¬³«¨°®¢ ­ 

­  ¤°³£®¬ ¿§»ª¥ | ­  ¿§»ª¥ ª« ±²¥°®¢. �°®¬¥ ²®£®, ¡³¤¥² ®¡±³-

¦¤ ²¼±¿ ¤°³£®© ®¡º¥ª² | ¢¬¥±²® ±¥²ª¨ ± ¡«®ª¨°®¢ ­­»¬¨ ³§« ¬¨

¬» ¡³¤¥¬ £®¢®°¨²¼ ® ´¥°°®¬ £­¥²¨ª¥ ± ¯°¨¬¥±­»¬¨  ²®¬ ¬¨. �²®

§­ ·¨²¥«¼­® ¡®«¥¥ ±«®¦­»© ®¡º¥ª², ® ­�¥¬ ±«¥¤³¥² µ®²¿ ¡» ¢ª° ²¶¥

° ±±ª § ²¼.
3.1. �®±²®¿­­»© ¬ £­¨²

� ¢¥°­®¥, ¯®·²¨ ¢±¥ §­ ¾², ®²·¥£® ¦¥«¥§®, ­¨ª¥«¼, ª®¡ «¼² ¨

­¥ª®²®°»¥ ¤°³£¨¥ ¬ ²¥°¨ «» ¬®£³² ¡»²¼ ¯®±²®¿­­»¬¨ ¬ £­¨² ¬¨.

�²® ¿¢«¥­¨¥ ®¡º¿±­¿¥²±¿ ²¥¬, ·²®  ²®¬», ¨§ ª®²®°»µ ±®±² ¢«¥­»

² ª¨¥ ¢¥¹¥±²¢ , ± ¬¨ ¿¢«¿¾²±¿ ½«¥¬¥­² °­»¬¨ ¬ £­¨² ¬¨. �­¨

®¡« ¤ ¾² ¬ £­¨²­»¬¨ ¬®¬¥­² ¬¨.

�®°®¸® ¨§¢¥±²­®© ±¨±²¥¬®©, ®¡« ¤ ¾¹¥© ¬ £­¨²­»¬ ¬®¬¥­²®¬,

¿¢«¿¥²±¿ ±²°¥«ª  ª®¬¯ ± . � £­¨²­»© ¬®¬¥­² | ¢¥ª²®°. �²°¥«ª 

ª®¬¯ ±  ¨¬¥¥² ¾¦­»© ¨ ±¥¢¥°­»© ¯®«¾±»,   ¥�¥ ¬ £­¨²­»© ¬®¬¥­²

43
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­ ¯° ¢«¥­ ®² ¾¦­®£® ¯®«¾±  ª ±¥¢¥°­®¬³. �­¥¸­¥¥ ¬ £­¨²­®¥

¯®«¥ § ±² ¢«¿¥² ±²°¥«ª³ ª®¬¯ ±  ¯®¢®° ·¨¢ ²¼±¿, ² ª ·²®¡» ®­ 

¡»«  ®°¨¥­²¨°®¢ ­  ¢¤®«¼ ¬ £­¨²­»µ ±¨«®¢»µ «¨­¨©. �®·­® ² ª

¦¥ ¯®¢®° ·¨¢ ¥²±¿ ¢® ¢­¥¸­¥¬ ¯®«¥ ¢±¿ª¨© ¬ £­¨²­»© ¬®¬¥­².

�²°¥«ª  ª®¬¯ ±  ±®§¤ ¥² ¢­¥¸­¥¥ ¬ £­¨²­®¥ ¯®«¥. �®·­® ² ª®¥

¦¥ ¬ £­¨²­®¥ ¯®«¥ ±®§¤ ¥² «¾¡®© ¬ £­¨²­»© ¬®¬¥­².

�¹¥ ¢ ­ · «¥ XIX ¢. ¡»«® ¢»¿±­¥­®, ·²® ¨±²®·­¨ª®¬ ¬ £­¥²¨§-

¬  ¿¢«¿¥²±¿ ¤¢¨¦¥­¨¥ ½«¥ª²°¨·¥±ª¨µ § °¿¤®¢, ². ¥. ½«¥ª²°¨·¥±ª¨©

²®ª. � £­¨²­»© ¬®¬¥­² ±®§¤ �¥²±¿ ²®ª®¬. �«¿ ¯«®±ª®© ¯¥²«¨ ± ²®-

ª®¬, ¨§®¡° ¦�¥­­®© ­  °¨±. 3.1, ¬ £­¨²­»© ¬®¬¥­² � ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿

´®°¬³«®© � = 1
c
IS, £¤¥ I | ±¨«  ²®ª , S | ¯«®¹ ¤¼ ¯¥²«¨, ± |

±ª®°®±²¼ ±¢¥²  (¢ ±¨±²¥¬¥ ¥¤¨­¨¶ ���). �¥ª²®° ­ ¯° ¢«¥­ ¯¥°-

¯¥­¤¨ª³«¿°­® ¯«®±ª®±²¨ ¯¥²«¨, ¯°¨·�¥¬ ² ª, ·²® ²®ª ²¥·¥² ¯°®²¨¢

· ±®¢®© ±²°¥«ª¨, ¥±«¨ ±¬®²°¥²¼ ± ²®© ±²®°®­», ª³¤  ¯®ª §»¢ ¥²

±²°¥«ª  ¢¥ª²®° .

�¨±. 3.1. �¥²«¿ ± ²®ª®¬ ¨ ¥�¥ ¬ £­¨²­»© ¬®¬¥­².

�±«¨ ±¨±²¥¬  ±®±²®¨² ¨§ ­¥±ª®«¼ª¨µ ¯¥²¥«¼ ± ²®ª®¬, ²® ¬®¦­®,

¯®«¼§³¿±¼ ¯° ¢¨«®¬ ¯ ° ««¥«®£° ¬¬ , ±«®¦¨²¼ ¬ £­¨²­»¥ ¬®¬¥­-

²» ¯¥²¥«¼ ¨ ­ ©²¨ ±³¬¬ °­»© ¬ £­¨²­»© ¬®¬¥­² ±¨±²¥¬».

� ª ¢®§­¨ª ¥² ¬ £­¨²­»© ¬®¬¥­² ³  ²®¬®¢? � ª ¨§¢¥±²­®,  ²®¬

±®±²®¨² ¨§ ²¿¦¥«®£® ¿¤°  ¨ ½«¥ª²°®­­®© ®¡®«®·ª¨. � £­¥²¨§¬
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²¢�¥°¤»µ ²¥« ±¢¿§ ­ ¨¬¥­­® ± ¬ £­¨²­»¬ ¬®¬¥­²®¬ ®¡®«®·ª¨ (¿¤°®

 ²®¬  ²®¦¥ ¬®¦¥² ®¡« ¤ ²¼ ¬ £­¨²­»¬ ¬®¬¥­²®¬, ­® ¯°¨¬¥°­® ¢

²»±¿·³ ° § ¬¥­¼¸¨¬, ·¥¬ ¬®¬¥­² ®¡®«®·ª¨).

�®¬¥­² ®¡®«®·ª¨ ±¢¿§ ­, ¢®-¯¥°¢»µ, ± ¤¢¨¦¥­¨¥¬ ½«¥ª²°®­®¢

¢®ª°³£ ²¿¦¥«®£® ¿¤° . �²®¬³ ¤¢¨¦¥­¨¾ ¬®¦­® ±®¯®±² ¢¨²¼ ­¥ª®-

²®°³¾ ±¨«³ ²®ª  I ¨ ½´´¥ª²¨¢­³¾ ¯«®¹ ¤¼ S. �°®¬¥ ²®£®, ª¢ ­-

²®¢ ¿ ¬¥µ ­¨ª  ¯°¨¯¨±»¢ ¥² ª ¦¤®¬³ ½«¥ª²°®­³ ¤®¯®«­¨²¥«¼­»©

¬ £­¨²­»© ¬®¬¥­², ª®²®°»© ­ §»¢ ¥²±¿ ±¯¨­®¢»¬. �­ ­¨ª ª ­¥

±¢¿§ ­ ± µ ° ª²¥°®¬ ¤¢¨¦¥­¨¿ ½«¥ª²°®­ ,   ¿¢«¿¥²±¿ ¥£® ¢­³²°¥­-

­¨¬ ±¢®©±²¢®¬. �¤­ ª® ±¯¨­®¢»© ¬®¬¥­² ±®§¤ �¥² ¬ £­¨²­®¥ ¯®«¥

² ª ¦¥, ª ª ¨ ®¡»·­»© ¬®¬¥­². � ¹¥ ¢±¥£® ±³¬¬ °­»© ¬ £­¨²­»©

¬®¬¥­² ½«¥ª²°®­­»µ ®¡®«®·¥ª  ²®¬®¢, ±®±² ¢«¿¾¹¨µ ²¢¥°¤®¥ ²¥-

«®, ° ¢¥­ ­³«¾. �¤­ ª® ³ ­¥ª®²®°»µ ¢¥¹¥±²¢, ² ª¨µ ª ª ¦¥«¥§®,

­¨ª¥«¼, ª®¡ «¼² ¨ ². ¤., ½«¥ª²°®­­»¥ ®¡®«®·ª¨ ®¡« ¤ ¾² ¬ £­¨²-

­»¬ ¬®¬¥­²®¬.

� ²¢�¥°¤®¬ ²¥«¥ ¬ £­¨²­»¥ ¬®¬¥­²» ±®±¥¤­¨µ  ²®¬®¢ ¢§ ¨¬®-

¤¥©±²¢³¾² ¤°³£ ± ¤°³£®¬. � ¯°¨­¶¨¯¥, ½²® ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥ ¯®µ®¦¥

­  ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥ ±²°¥«®ª ¤¢³µ ª®¬¯ ±®¢, ¯®±² ¢«¥­­»µ °¿¤®¬.

� ¦¤ ¿ ±²°¥«ª  ±®§¤ ¥² ¬ £­¨²­®¥ ¯®«¥, ¤¥©±²¢³¾¹¥¥ ­  ¤°³£³¾

±²°¥«ª³. �¤­ ª® ¤¥«® §­ ·¨²¥«¼­® ³±«®¦­¿¥²±¿ ²¥¬, ·²® ¢§ ¨¬®-

¤¥©±²¢¨¥ ¯°®¨±µ®¤¨² ­¥ ¢ ¯³±²®²¥. �­¥¸­¨¥ ½«¥ª²°®­­»¥ ®¡®«®·ª¨

 ²®¬®¢ ±³¹¥±²¢¥­­® ¢«¨¿¾² ­  µ ° ª²¥° ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿, ¨§¬¥­¿¿

¤ ¦¥ ­ ¯° ¢«¥­¨¿ ¤¥©±²¢³¾¹¨µ ±¨«.

�ª±¯¥°¨¬¥­² ¯®ª §»¢ ¥², ·²® ¢ ­¥ª®²®°»µ ¢¥¹¥±²¢ µ ¢§ ¨¬®-

¤¥©±²¢¨¥ ¬¥¦¤³ ¬ £­¨²­»¬¨ ¬®¬¥­² ¬¨ ² ª®¢®, ·²® ±¨«», ¤¥©-

±²¢³¾¹¨¥ ¬¥¦¤³ ­¨¬¨, § ±² ¢«¿¾² ¨µ ®°¨¥­²¨°®¢ ²¼±¿ ¢ ®¤-

­®¬ ­ ¯° ¢«¥­¨¨. �²¨ ¢¥¹¥±²¢  ­ §»¢ ¾²±¿ ´¥°°®¬ £­¨²­»¬¨
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(°¨±. 3.2).

�¨±. 3.2. �° £¬¥­² ª°¨±² ««¨·¥±ª®© °¥¸¥²ª¨ ´¥°°®¬ £­¥²¨ª . �²°¥«ª¨ ¯®ª -
§»¢ ¾² ­ ¯° ¢«¥­¨¿ ¬ £­¨²­»µ ¬®¬¥­²®¢.

�±«¨ ¬ £­¨²­»¥ ¬®¬¥­²» ¢±¥µ  ²®¬®¢ ®°¨¥­²¨°®¢ ­» ¢ ®¤­®¬

­ ¯° ¢«¥­¨¨, ²® ±³¬¬ °­»© ¬ £­¨²­»© ¬®¬¥­² � ° ¢¥­  °¨´¬¥-

²¨·¥±ª®© ±³¬¬¥ ®²¤¥«¼­»µ ¬®¬¥­²®¢: � = �N , £¤¥ N | ·¨±«®

 ²®¬®¢ ¢ ²¢�¥°¤®¬ ²¥«¥,   � | ¬ £­¨²­»© ¬®¬¥­² ­  ®¤¨­  ²®¬.

�°¨ ³¢¥«¨·¥­¨¨ ° §¬¥°®¢ ²¥«  ¬ £­¨²­»© ¬®¬¥­² ° ±²�¥² ¯°®-

¯®°¶¨®­ «¼­® ¥£® ®¡º¥¬³ (·¨±«®  ²®¬®¢ N ¯°®¯®°¶¨®­ «¼­®

®¡º�¥¬³). �¤¥«¼­®© µ ° ª²¥°¨±²¨ª®© ¬ £­¨²­»µ ±¢®©±²¢, ². ¥. ¢¥-

«¨·¨­®©, ­¥ § ¢¨±¿¹¥© ®² ° §¬¥°®¢ ²¥«,   § ¢¨±¿¹¥© «¨¸¼ ®²

±¢®©±²¢  ²®¬®¢, ª®²®°»¥ ±®±² ¢«¿¾² ½²® ²¥«®, ¿¢«¿¥²±¿ ² ª ­ -

§»¢ ¥¬ ¿ ±¯®­² ­­ ¿ ­ ¬ £­¨·¥­­®±²¼ K. �­  ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ª ª

¬ £­¨²­»© ¬®¬¥­² ¥¤¨­¨¶» ®¡º¥¬ , ². ¥. ° ¢­  ¯®«­®¬³ ¬®¬¥­²³,

¯®¤¥«�¥­­®¬³ ­  ®¡º¥¬ ²¥«  V :

K =
M

V
= �

N

V
=

�

v0
;

£¤¥ v0 =
V
N
| ®¡º�¥¬, ¯°¨µ®¤¿¹¨©±¿ ­  ®¤¨­  ²®¬.

�«®¢® ±¯®­² ­­ ¿ ®§­ · ¥² ± ¬®¯°®¨§¢®«¼­ ¿. �­®

¯®¤·�¥°ª¨¢ ¥², ·²® ­ ¬ £­¨·¥­­®±²¼ K ¢®§­¨ª ¥² ­¥ ¯®¤ ¤¥©-

±²¢¨¥¬ ¢­¥¸­¥£® ¬ £­¨²­®£® ¯®«¿,   § ±·�¥² ¢­³²°¥­­¨µ ±¨«.
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�®±²®¿­­»© ¬ £­¨² | ½²® ¨ ¥±²¼ ² ª®¥ ²¥«®, ¢­³²°¨ ª®²®°®£®

®²«¨·­  ®² ­³«¿ ±¯®­² ­­ ¿ ­ ¬ £­¨·¥­­®±²¼. �« £®¤ °¿ ­ -

¬ £­¨·¥­­®±²¨ ¢ ±°¥¤¥, ®ª°³¦ ¾¹¥© ¬ £­¨² (¨«¨ ¢ ¯³±²®²¥),

±®§¤ �¥²±¿ ¬ £­¨²­®¥ ¯®«¥.

�¯®­² ­­ ¿ ­ ¬ £­¨·¥­­®±²¼ ¢ ±¨±²¥¬¥ ¥¤¨­¨¶ ��� ¨§¬¥°¿¥²-

±¿ ¢ £ ³±± µ. � ¯°¨¬¥°, ¢ ¦¥«¥§¥ ¯°¨ ®·¥­¼ ­¨§ª¨µ ²¥¬¯¥° ²³-

° µ K = 1740 �±. �²±¾¤  ¬®¦­® ­ ©²¨ ¬ £­¨²­»© ¬®¬¥­² �,

¯°¨µ®¤¿¹¨©±¿ ­  ®¤¨­  ²®¬. �­ ° ¢¥­ ¯°¨¬¥°­® 2,2 ®² ±¯¨­®¢®-

£® ¬ £­¨²­®£® ¬®¬¥­²  ½«¥ª²°®­ . �®, ·²® ¬®¬¥­² � ®ª §»¢ ¥²±¿

¯®°¿¤ª  ±¯¨­®¢®£® ¬®¬¥­² , ¯®¤²¢¥°¦¤ ¥² ¯° ¢¨«¼­®±²¼ ­ ¸¨µ

¯°¥¤±² ¢«¥­¨© ® ¯°¨°®¤¥ ±¯®­² ­­®© ­ ¬ £­¨·¥­­®±²¨.

�¥¯«®¢®¥ ¤¢¨¦¥­¨¥ ° §°³¸ ¥² ¬ £­¨²­»© ¯®°¿¤®ª, ¨ ¯®²®¬³

±³¹¥±²¢³¥² ª°¨²¨·¥±ª ¿ ²¥¬¯¥° ²³° , ­ §»¢ ¥¬ ¿ ²¥¬¯¥° ²³°®©

�¾°¨, ¢»¸¥ ª®²®°®© ±¯®­² ­­ ¿ ­ ¬ £­¨·¥­­®±²¼ ° ¢­  ­³«¾.

�«¿ ¦¥«¥§ , ­ ¯°¨¬¥°, ²¥¬¯¥° ²³°  �¾°¨ ±®±² ¢«¿¥² 770 ��. �°¨
¡®«¥¥ ¢»±®ª¨µ ²¥¬¯¥° ²³° µ ¦¥«¥§® ­¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯®±²®¿­­»¬

¬ £­¨²®¬.
3.2. �¥°°®¬ £­¥²¨ª ± ¯°¨¬¥±¿¬¨

� ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ ¢¥¹¥±²¢®, ¯°¥¤±² ¢«¿¾¹¥¥ ±®¡®© ²¢�¥°¤»©

° ±²¢®° (±¬¥±¼) ¬ £­¨²­»µ ¨ ­¥¬ £­¨²­»µ (­¥ ¨¬¥¾¹¨µ ¬ £­¨²­®-

£® ¬®¬¥­² )  ²®¬®¢. �²® ª°¨±² ««, ¢ ³§« µ ª®²®°®£® ° ±¯®« £ ¾²±¿

¬ £­¨²­»¥ ¨«¨ ­¥¬ £­¨²­»¥  ²®¬», ¯°¨·�¥¬ ¨µ ° ±¯®«®¦¥­¨¥ ®ª -

§»¢ ¥²±¿ ­¥ ³¯®°¿¤®·¥­­»¬,   ±®¢¥°¸¥­­® ±«³· ©­»¬. �®¯³±²¨¬,

·²® ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥ ¬¥¦¤³ ¬ £­¨²­»¬¨ ¬®¬¥­² ¬¨  ²®¬®¢ ³¡»¢ -

¥² ± ° ±±²®¿­¨¥¬ ² ª ¡»±²°®, ·²® ³·¨²»¢ ²¼ ­³¦­® «¨¸¼ ¢§ ¨¬®-
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¤¥©±²¢¨¥ ¡«¨¦ ©¸¨µ ±®±¥¤¥©. �²® §­ ·¨², ·²® ¥±«¨ ¤¢  ¬ £­¨²­»µ

 ²®¬  ±²®¿² °¿¤®¬, ²® ¨µ ¬®¬¥­²» ®¡¿§ ²¥«¼­® ¯ ° ««¥«¼­», ­®

¥±«¨ ¬¥¦¤³ ­¨¬¨ ®ª § «±¿ µ®²¿ ¡» ®¤¨­ ­¥¬ £­¨²­»©  ²®¬, ²®

¬®¬¥­²» ¬®£³² ¡»²¼ ­ ¯° ¢«¥­» ¯°®¨§¢®«¼­®: ®­¨ ³¦¥ À­¨·¥£®

­¥ §­ ¾²Á ¤°³£ ® ¤°³£¥.

�®¯°®±, ª®²®°»© ¡³¤¥² ²¥¯¥°¼ ¯®±² ¢«¥­, ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ±³-

¹¥±²¢³¥² «¨ ±¯®­² ­­ ¿ ­ ¬ £­¨·¥­­®±²¼, ¥±«¨ ¥±²¼ ­¥¬ £­¨²­»¥

 ²®¬», ¨ ±ª®«¼ª® ­¥¬ £­¨²­»µ  ²®¬®¢ ²°¥¡³¥²±¿, ·²®¡» ° §°³¸¨²¼

±¯®­² ­­³¾ ­ ¬ £­¨·¥­­®±²¼. �¨¦¥ ¯®ª § ­®, ·²® ®²¢¥² ­  ½²®²

¢®¯°®± ±¢®¤¨²±¿ ª °¥¸¥­¨¾ § ¤ ·¨ ³§«®¢, ª®²®° ¿ ¡»«  ±´®°¬³-

«¨°®¢ ­  ¢ £«. 1.

�¢¥¤�¥¬ ­¥ª®²®°»¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿. �³¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ ¤¢  ¬ £­¨²-

­»µ  ²®¬  ±¢¿§ ­­»¬¨ ¤°³£ ± ¤°³£®¬, «¨¡® ¥±«¨ ®­¨ ±²®¿² °¿¤®¬,

«¨¡® ¥±«¨ ®­¨ ±®¥¤¨­¥­» ¤°³£ ± ¤°³£®¬ ¶¥¯®·ª®© ¨§ ±²®¿¹¨µ °¿-

¤®¬ ¬ £­¨²­»µ  ²®¬®¢ (°¨±. 3.3). �»° ¦¥­¨¥ À±²®¿² °¿¤®¬Á ®§­ -

· ¥², ·²®  ²®¬» ¿¢«¿¾²±¿ ¡«¨¦ ©¸¨¬¨ ±®±¥¤¿¬¨. � ª¢ ¤° ²­®©

°¥¸�¥²ª¥, ¨§®¡° ¦¥­­®© ­  °¨±. 3.3, ¡«¨¦ ©¸¨¬¨ ±®±¥¤¿¬¨ ¿¢«¿-

¾²±¿ ±®±¥¤¨ ¯® £®°¨§®­² «¨ ¨ ¯® ¢¥°²¨ª «¨, ­® ­¥ ¯® ¤¨ £®­ -

«¨. �®¢®ª³¯­®±²¼ ±¢¿§ ­­»µ  ²®¬®¢ ¯°¨­¿²® ­ §»¢ ²¼ ª« ±²¥°®¬

(¢ ¯¥°¥¢®¤¥ ±  ­£«¨©±ª®£® ¿§»ª  ±«®¢® ª« ±²¥° (cluster) ®§­ · ¥²

£°®§¤¼ ¨«¨ ª¨±²¼). �¬»±« ½²®£® ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ±®±²®¨² ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬.

�« £®¤ °¿ ¬ £­¨²­®¬³ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¾ ±¢¿§ ­­»¥  ²®¬» ®°¨¥­-

²¨°³¾² ±¢®¨ ¬ £­¨²­»¥ ¬®¬¥­²» ¢ ®¤­³ ±²®°®­³. � ª¨¬ ®¡° §®¬,

ª ¦¤»© ª« ±²¥° ®¡« ¤ ¥² °¥§³«¼²¨°³¾¹¨¬ ¬ £­¨²­»¬ ¬®¬¥­²®¬,

¯°®¯®°¶¨®­ «¼­»¬ ·¨±«³  ²®¬®¢, ¨§ ª®²®°»µ ®­ ±®±²®¨². �°®¬¥

²®£®, ¬» ¤®£®¢®°¨«¨±¼, ·²® ¬ £­¨²­»¥  ²®¬», ­¥ ¿¢«¿¾¹¨¥±¿ ¡«¨-

¦ ©¸¨¬¨ ±®±¥¤¿¬¨, ­¥ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢³¾² ¤°³£ ± ¤°³£®¬. �®½²®¬³
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­¥ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢³¾² ¤°³£ ± ¤°³£®¬  ²®¬», ¯°¨­ ¤«¥¦ ¹¨¥ ° §-

­»¬ ª« ±²¥° ¬. �±«¥¤±²¢¨¥ ½²®£® ¢§ ¨¬­ ¿ ®°¨¥­² ¶¨¿ ¬ £­¨²­»µ

¬®¬¥­²®¢, ¯°¨­ ¤«¥¦ ¹¨µ ° §­»¬ ª« ±²¥° ¬, ®ª §»¢ ¥²±¿ ¯°®¨§-

¢®«¼­®© (°¨±. 3.3).

�¨±. 3.3. �³±®ª ¯«®±ª®© °¥¸�¥²ª¨ ± ¬ £­¨²­»¬¨ (±¢¥²«»¥) ¨ ­¥¬ £­¨²­»¬¨
(²�¥¬­»¥)  ²®¬ ¬¨. � £­¨²­»¥  ²®¬» ®¡° §³¾² ®¤¨­ ª« ±²¥° ¨§ ·¥²»°�¥µ  ²®-
¬®¢, ®¤¨­ ª« ±²¥° ¨§ ¤¢³µ  ²®¬®¢ ¨ ¯¿²¼ ª« ±²¥°®¢ ¨§ ®¤­®£®  ²®¬ . �° ­¨¶»
ª« ±²¥°®¢ ³ª § ­» ¸²°¨µ®¢»¬¨ «¨­¨¿¬¨. �®¬¥­²» ° §­»µ ª« ±²¥°®¢ ¬®£³²
¡»²¼ ­ ¯° ¢«¥­» ¢ ° §­»¥ ±²®°®­».

�¡®§­ ·¨¬ ·¥°¥§ µ ¤®«¾ ¬ £­¨²­»µ  ²®¬®¢, ². ¥. ®²­®¸¥­¨¥ ·¨-

±«  ¬ £­¨²­»µ  ²®¬®¢ ª ¯®«­®¬³ ·¨±«³ ³§«®¢ °¥¸�¥²ª¨. �® ®¯°¥-

¤¥«¥­¨¾ ¢¥«¨·¨­  µ ¬¥­¿¥²±¿ ¢ ¨­²¥°¢ «¥ ®² 0 ¤® 1.

�°¥¤¯®«®¦¨¬ ±­ · « , ·²® ¬ £­¨²­»µ  ²®¬®¢ ®·¥­¼ ¬ «® (x�
1). �±²¥±²¢¥­­®, ·²® ²®£¤  ®­¨ ¢ ®±­®¢­®¬ ° ±¯®« £ ¾²±¿ ¯® ®¤¨-

­®·ª¥ (ª ª ¨§¾¬¨­ª¨ ¢ ¡³«ª¥). �« ±²¥° ¨§ ¤¢³µ ¬ £­¨²­»µ  ²®¬®¢

¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© °¥¤ª®¥ ±®¡»²¨¥, ¨§ ²°�¥µ | ¥¹�¥ ¡®«¥¥ °¥¤ª®¥

¨ ². ¤. �²® ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ ª° ©­¥ ¢ ¦­® ¤«¿ ¤ «¼­¥©¸¥£®, ¨ ·³²¼

­¨¦¥ ®­® ¡³¤¥² ¤®ª § ­® ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨. � ¯®ª  ¯³±²¼ ²¥, ª®¬³

½²® ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ ­¥ ª ¦¥²±¿ ®·¥¢¨¤­»¬, ¯°¨¬³² ¥£® À­  ¢¥°³Á.

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯°¨ x � 1 ·¨±«® ª« ±²¥°®¢ ¯°¨¬¥°­® ° ¢­®

·¨±«³ ¬ £­¨²­»µ  ²®¬®¢ N ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ®­® ° ±²�¥² ¯°¨ ³¢¥-
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«¨·¥­¨¨ ¯®«­®£® ·¨±«  ³§«®¢ ¯°®¯®°¶¨®­ «¼­® N . �¤­ ª® ¬ £-

­¨²­»¥ ¬®¬¥­²» ½²¨µ ª« ±²¥°®¢ À­¨·¥£® ­¥ §­ ¾²Á ¤°³£ ® ¤°³£¥,

¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ®°¨¥­²¨°®¢ ­» ®²­®±¨²¥«¼­® ¤°³£ ¤°³£  µ ®-

²¨·¥±ª¨ (°¨±. 3.3). �²®¡» ¯®«³·¨²¼ ¯®«­»© ¬ £­¨²­»© ¬®¬¥­²

±¨±²¥¬» � , ­³¦­® ±«®¦¨²¼ ¬®¬¥­²» ®²¤¥«¼­»µ  ²®¬®¢ ¯® ¯° -

¢¨«³ ¯ ° ««¥«®£° ¬¬ . �« £®¤ °¿ ±«³· ©­®¬³ ­ ¯° ¢«¥­¨¾ ½²¨

¬®¬¥­²» ª®¬¯¥­±¨°³¾² ¤°³£ ¤°³£ , ² ª ·²® ±¯®­² ­­ ¿ ­ ¬ £­¨-

·¥­­®±²¼ ®ª §»¢ ¥²±¿ ° ¢­®© ­³«¾. �² ª, ¬» ¯®«³·¨«¨, ·²® ¯°¨

¬ «»µ ª®­¶¥­²° ¶¨¿µ ¬ £­¨²­»µ  ²®¬®¢ ±¯®­² ­­ ¿ ­ ¬ £­¨·¥­-

­®±²¼ ®²±³²±²¢³¥².
3.3. �®¿¢«¥­¨¥ ¡¥±ª®­¥·­®£® ª« ±²¥° 

�¥¯¥°¼ ° ±±¬®²°¨¬ ±«³· ©, ª®£¤  ¯®·²¨ ¢±¥  ²®¬» | ¬ £­¨²-

­»¥. �·¥¢¨¤­®, ·²® ­¥¡®«¼¸ ¿ ¯°¨¬¥±¼ ­¥¬ £­¨²­»µ  ²®¬®¢ ­¥

³­¨·²®¦ ¥² ±¯®­² ­­®© ­ ¬ £­¨·¥­­®±²¨,   ²®«¼ª® ³¬¥­¼¸ ¥² ¥�¥.

�¡±³¤¨¬ ½²®² ¢®¯°®± ­  ¿§»ª¥ ª« ±²¥°®¢. �°¨ µ = 1 ¢±¥ N  ²®-

¬®¢ ¯°¨­ ¤«¥¦ ² ¥¤¨­®¬³ ª« ±²¥°³. �±«¨ µ ­¥¬­®£® ®²«¨· ¥²±¿

®² ¥¤¨­¨¶», ²® · ±²¼  ²®¬®¢ ¢»¯ ¤ ¥² ¨§ ½²®£® ª« ±²¥° . �²® ¯°®-

¨±µ®¤¨², ¢®-¯¥°¢»µ, ¯®²®¬³ ·²® ­¥ª®²®°»¥  ²®¬» § ¬¥¹ ¾²±¿ ­¥-

¬ £­¨²­»¬¨ ( ²®¬» � ­  °¨±. 3.4),   ¢®-¢²®°»µ, ¯®²®¬³ ·²® ­¥ª®-

²®°»¥ ¬ £­¨²­»¥  ²®¬» ®¡° §³¾² ¨§®«¨°®¢ ­­»¥ ª« ±²¥°» ( ²®¬

� ­  °¨±. 3.4) ±® ±¢®¨¬ ­ ¯° ¢«¥­¨¥¬ ¬ £­¨²­®£® ¬®¬¥­² . �¥¬ ­¥

¬¥­¥¥ ¯°¨ §­ ·¥­¨¿µ µ, ¡«¨§ª¨µ ª ¥¤¨­¨¶¥, ±®µ° ­¿¥²±¿ ¥¤¨­»©

ª« ±²¥°, ¯°®­¨§»¢ ¾¹¨© ¢±¾ °¥¸�¥²ª³, ±ª®«¼ ¡» ¢¥«¨ª  ®­  ­¨
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�¨±. 3.4. �° £¬¥­² ¯«®±ª®© °¥¸�¥²ª¨ ± ¬ £­¨²­»¬¨ (±¢¥²«»¥) ¨ ­¥¬ £­¨²­»¬¨
(²�¥¬­»¥)  ²®¬ ¬¨ ¢ ±«³· ¥ ¡®«¼¸®© ª®­¶¥­²° ¶¨¨ ¬ £­¨²­»µ  ²®¬®¢. �±¥ ¬ £-
­¨²­»¥  ²®¬» §  ¨±ª«¾·¥­¨¥¬  ²®¬  B ¯°¨­ ¤«¥¦ ² ®¤­®¬³ ª« ±²¥°³ ¨ ¨¬¥¾²
®¤¨­ ª®¢®¥ ­ ¯° ¢«¥­¨¥ ¬ £­¨²­»µ ¬®¬¥­²®¢.

¡»« . �²®² ª« ±²¥° ¯°¨­¿²® ­ §»¢ ²¼ ¡¥±ª®­¥·­»¬ ª« ±²¥°®¬.

� §³¬¥¥²±¿, ±²°®£¨© ±¬»±« ½²® ¯®­¿²¨¥ ¯°¨®¡°¥² ¥² «¨¸¼ ¤«¿

¡¥±ª®­¥·­®© ±¨±²¥¬». �®§¼¬�¥¬ ¡®«¼¸³¾ ±¥°¨¾ ®¡° §¶®¢ ± § ¤ ­-

­»¬¨ §­ ·¥­¨¿¬¨ ·¨±«  ¬ £­¨²­»µ  ²®¬®¢ ¨ ¯®«­®£® ·¨±«   ²®-

¬®¢ ¨ ¢»¡¥°¥¬ ¢ ª ¦¤®¬ ¨§ ­¨µ ª« ±²¥° ± ¬ ª±¨¬ «¼­»¬ ·¨±«®¬

¬ £­¨²­»µ  ²®¬®¢. �±°¥¤­¨¬ ·¨±«® ¬ £­¨²­»µ  ²®¬®¢, ¯°¨­ ¤«¥-

¦ ¹¥¥ ¬ ª±¨¬ «¼­®¬³ ª« ±²¥°³, ¯® ¢±¥¬ ®¡° §¶ ¬ ±¥°¨¨ ¨ ®¡®-

§­ ·¨¬ °¥§³«¼² ² ³±°¥¤­¥­¨¿ ·¥°¥§ Nmax. � ª¨¬ ®¡° §®¬, Nmax |

±°¥¤­¥¥ ·¨±«®  ²®¬®¢ ¢ ± ¬®¬ ¡®«¼¸®¬ ª« ±²¥°¥. �¥«¨·¨­  Nmax

§ ¢¨±¨² ®² N ¨ ®² µ. �³¹¥±²¢®¢ ­¨¥ ¡¥±ª®­¥·­®£® ª« ±²¥°  ¯°®-

¿¢«¿¥²±¿ ¢ ²®¬, ·²® ¯°¨ § ¤ ­­®¬ §­ ·¥­¨¨ µ ®²­®¸¥­¨¥ Nmax
N

¯°¨

¡¥§£° ­¨·­®¬ ³¢¥«¨·¥­¨¨ N ±²°¥¬¨²±¿ ª ®²«¨·­®¬³ ®² ­³«¿ ¯°¥-

¤¥«³

lim
N!1

Nmax

N
= P (x):

�®«¿  ²®¬®¢ � (x), ¯°¨­ ¤«¥¦ ¹¨µ ± ¬®¬³ ¡®«¼¸®¬³ ª« ±²¥°³, ­¥

§ ¢¨±¨² ®² ·¨±«   ²®¬®¢ N , ¥±«¨ ®­® ¤®±² ²®·­® ¢¥«¨ª®, ­® § ¢¨-
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±¨² ®² µ. � ¬  ¦¥ ¢¥«¨·¨­  Nmax ±²°¥¬¨²±¿ ª ¡¥±ª®­¥·­®±²¨ ¯°¨

¡¥±ª®­¥·­®¬ ³¢¥«¨·¥­¨¨ N . �®½²®¬³ ¨ £®¢®°¿² ® ±³¹¥±²¢®¢ ­¨¨

¡¥±ª®­¥·­®£® ª« ±²¥° .

� ±¨±²¥¬¥ ¬®¦¥² ±³¹¥±²¢®¢ ²¼ ²®«¼ª® ®¤¨­ ¡¥±ª®­¥·­»© ª« -

±²¥°. �®¯³±²¨¬, ·²® ¯°¨ § ¤ ­­»µ §­ ·¥­¨¿µ N ¨ µ ®¯°¥¤¥«¥-

­® ­¥ ²®«¼ª® ±°¥¤­¥¥ ·¨±«®  ²®¬®¢ ¢ ± ¬®¬ ¡®«¼¸®¬ ª« ±²¥°¥,

­® ¨ ±°¥¤­¥¥ ·¨±«®  ²®¬®¢ ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬ ¯® ¢¥«¨·¨­¥ ª« ±²¥°¥.

�¡®§­ ·¨¬ ½²³ ¯®±«¥¤­¾¾ ¢¥«¨·¨­³ ·¥°¥§ N 0
max. �® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾

N 0
max < Nmax. �²¢¥°¦¤¥­¨¥ ® ²®¬, ·²® ¢ ±¨±²¥¬¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ ²®«¼-

ª® ®¤¨­ ¡¥±ª®­¥·­»© ª« ±²¥°, ®§­ · ¥², ·²®

lim
N!1

N 0
max

N
= 0

¯°¨ ¢±¥µ §­ ·¥­¨¿µ µ. �²® ®§­ · ¥², ·²® ¤¢  ª« ±²¥° , ¯°®­¨§»-

¢ ¾¹¨µ ¢±¾ ±¨±²¥¬³, ­¥¨§¡¥¦­® ¤®«¦­» £¤¥-²® ±¢¿§ ²¼±¿ ¤°³£ ±

¤°³£®¬ ¨ ¯°¥¢° ²¨²¼±¿ ¢ ®¤¨­ ª« ±²¥°2.

�² ª, ¬» ¯®«³·¨«¨, ·²® ¯°¨ ¤®±² ²®·­®© ª®­¶¥­²° ¶¨¨ ¬ £­¨²-

­»µ  ²®¬®¢ µ ®¯°¥¤¥«¥­­ ¿ ¤®«¿ ½²¨µ  ²®¬®¢ ¯°¨­ ¤«¥¦¨² ®¤­®¬³

ª« ±²¥°³ ¨ ¨¬¥¥² ®¤¨­ ª®¢®¥ ­ ¯° ¢«¥­¨¥ ¬ £­¨²­»µ ¬®¬¥­²®¢.

�²® ®§­ · ¥², ·²® ±³¹¥±²¢³¥² ±¯®­² ­­ ¿ ­ ¬ £­¨·¥­­®±²¼

K =
�

v0
= P (x):

�±¯®¬­¨¬ ²¥¯¥°¼, ·²® ¯°¨ ¬ «®© ª®­¶¥­²° ¶¨¨ ¬ £­¨²­»µ  ²®¬®¢

µ ¥±²¼ ²®«¼ª® ­¥¡®«¼¸¨¥ ª« ±²¥°». � ½²®¬ ±«³· ¥ ³¢¥«¨·¥­¨¥ ·¨-

±«  ³§«®¢ N ¯°¨¢®¤¨² «¨¸¼ ª °®±²³ ·¨±«  ¬ «»µ ª« ±²¥°®¢, ­®

2�²°®£® £®¢®°¿, ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ ® ±³¹¥±²¢®«¢ ­¨¨ «¨¸¼ ®¤­®£® ¡¥±ª®­¥·­®£® ª« ±²¥°  ­¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¤®ª § ­­»¬.

�³¹¥±²¢³¾² ¤®¢®¤» ¢ ¥£® ¯®«¼§³ ²®© ¨«¨ ¨­®© ±²¥¯¥­¨ ¤®±²®¢¥°­®±²¨, ­® ¯° ¢¨«¼­¥¥ ±ª § ²¼, ·²® ±¯¥¶¨ «¨±²»

¯°®±²® ¯°¨­¨¬ ¾² À­  ¢¥°³Á ½²® ³²¢¥°¦¤¥­¨¥.
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­¥ ª ³¢¥«¨·¥­¨¾ ·¨±«  · ±²¨¶ ¢ ª ¦¤®¬ ¨§ ­¨µ. �®£¤ 

lim
N!1

Nmax

N
= 0; ². ¥. P (x) = 0:

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬» ¯°¨µ®¤¨¬ ª ¢»¢®¤³ ® ±³¹¥±²¢®¢ ­¨¨ ª°¨-

�¨±. 3.5. �° ´¨ª¨ ´³­ª¶¨© P (x) ¨ �(x)
�(1)

. �¡¥ ´³­ª¶¨¨ ®¡° ¹ ¾²±¿ ¢ ­³«¼ ¢

®¤­®© ²®·ª¥, ­® ¯® ¯°¨·¨­ ¬, ® ª®²®°»µ ¯®©¤¥² °¥·¼ ¢ ²°¥²¼¥© · ±²¨ ª­¨£¨,
¢¨¤ ½²¨µ ´³­ª¶¨© ¢¡«¨§¨ ª°¨²¨·¥±ª®£® §­ ·¥­¨¿ xc °¥§ª® ° §«¨· ¥²±¿.

²¨·¥±ª®© ª®­¶¥­²° ¶¨¨ xc, ¯°¨ ª®²®°®© ¢®§­¨ª ¥² ¡¥±ª®­¥·­»©

ª« ±²¥°, ¯°¨·�¥¬ x± ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ­¥° ¢¥­±²¢ ¬ 0 < xc < 1. �°¨

½²®© ¦¥ ª®­¶¥­²° ¶¨¨ xc ¯®¿¢«¿¥²±¿ ±¯®­² ­­ ¿ ­ ¬ £­¨·¥­­®±²¼

¨ ±² ­®¢¨²±¿ ®²«¨·­®© ®² ­³«¿ ´³­ª¶¨¿ � (µ) (°¨±. 3.5). �² ª,

¥±«¨ ¤®«¿ ­¥¬ £­¨²­»µ  ²®¬®¢ ®ª §»¢ ¥²±¿ ¡®«¼¸¥©, ·¥¬ 1 � xc
(¤®«¿ ¬ £­¨²­»µ  ²®¬®¢ ¬¥­¼¸¥, ·¥¬ x±), ²® ¢¥¹¥±²¢® ­¥ ¬®¦¥²

¡»²¼ ¯®±²®¿­­»¬ ¬ £­¨²®¬.

�¯° ¦­¥­¨¥

1. � ©¤¨²¥ ¢¨¤ ´³­ª¶¨¨ � (µ) ¯°¨ §­ ·¥­¨¿µ µ, ¡«¨§ª¨µ ª

¥¤¨­¨¶¥.



54 ����� 3. ����������� �������

3.4. �­®¢  § ¤ ·  ³§«®¢

�¥¯¥°¼ ­ ¬ ®±² «®±¼ ²®«¼ª® ±ª § ²¼, ·²® ± ²®·ª¨ §°¥­¨¿ ª°¨-

²¨·¥±ª®© ª®­¶¥­²° ¶¨¨ xc § ¤ ·  ®¡ ½«¥ª²°®¯°®¢®¤­®±²¨ ±¥²ª¨ ¨

§ ¤ ·  ® ¯°¨¬¥±­®¬ ´¥°°®¬ £­¥²¨ª¥ | ½²® ®¤­  ¨ ²  ¦¥ § ¤ · .

� ¤ ·³ ®¡ ½«¥ª²°®¯°®¢®¤­®±²¨ ² ª¦¥ «¥£ª® ±´®°¬³«¨°®¢ ²¼ ­ 

¿§»ª¥ ª« ±²¥°®¢. �³¦­® ²®«¼ª® ¢® ¢±¥µ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿µ § ¬¥­¨²¼ ¯®-

­¿²¨¥ À­¥¬ £­¨²­»©  ²®¬Á ­  À¡«®ª¨°®¢ ­­»© ³§¥«Á. �  °¨±. 3.3

¨§®¡° ¦¥­  ­¥ª®²®° ¿ ª®­´¨£³° ¶¨¿ ¬ £­¨²­»µ (±¢¥²«»¥ ª°³¦-

ª¨) ¨ ­¥¬ £­¨²­»µ (·�¥°­»¥ ª°³¦ª¨)  ²®¬®¢. �°®¨§¢¥¤¥¬ ¤«¿ ½²®©

ª®­´¨£³° ¶¨¨ ³ª § ­­³¾ ¢»¸¥ § ¬¥­³ ¨ ¯¥°¥©¤¥¬ ®² ´¥°°®¬ £-

­¥²¨ª  ± ¯°¨¬¥±¿¬¨ ª ½ª° ­­®© ±¥²ª¥ ± ¢»°¥§ ­­»¬¨ ³§« ¬¨. �«¿

½²®£® ­  °¨±. 3.3 ­³¦­® ³¡° ²¼ ±²°¥«ª¨, ¯®ª §»¢ ¾¹¨¥ ­ ¯° ¢«¥-

­¨¿ ¬ £­¨²­»µ ¬®¬¥­²®¢, ¨ ¨§®¡° §¨²¼ ¯°®¢®«®·ª¨, ±¢¿§»¢ ¾¹¨¥
³§«» ¤°³£ ± ¤°³£®¬ (°¨±. 3.6).

�¨±. 3.6. �  ¦¥ ª®­´¨£³° ¶¨¿, ·²® ­  °¨±. 3.3, ­® ¬ £­¨²­»¥  ²®¬» § ¬¥­¥­»
­¥¡«®ª¨°®¢ ­­»¬¨ ³§« ¬¨.

�  °¨±. 3.6 µ®°®¸® ¢¨¤­® ®±­®¢­®¥ ±¢®©±²¢® ª« ±²¥°®¢ ¢ ¯°¨-

¬¥­¥­¨¨ ª § ¤ ·¥ ® ±¥²ª¥. �±«¨ ¯°¨«®¦¨²¼ ª «¾¡®© ¯ °¥ ³§«®¢

®¤­®£® ª« ±²¥°  ° §­®±²¼ ¯®²¥­¶¨ «®¢, ¢®§­¨ª ¥² § ¬ª­³² ¿ ¶¥¯¼,

¯® ª®²®°®© ²¥·�¥² ½«¥ª²°¨·¥±ª¨© ²®ª. (� §³¬¥¥²±¿, ½²® ±¢®©±²¢®
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¨¬¥¥² ±¬»±« ²®«¼ª® ¤«¿ ª« ±²¥°®¢, ±®¤¥°¦ ¹¨µ ­¥ ¬¥­¥¥ ¤¢³µ

³§«®¢.) �°¨ ¯°¨«®¦¥­¨¨ ° §­®±²¨ ¯®²¥­¶¨ «®¢ ª «¾¡®© ¯ °¥ ³§-

«®¢, ¯°¨­ ¤«¥¦ ¹¨µ ° §­»¬ ª« ±²¥° ¬, ¶¥¯¼ ­¥ § ¬»ª ¥²±¿ ¨ ²®ª

­¥ ²¥·�¥². �±«¨ µ < xc, ²® ¢ ±¨±²¥¬¥ ¥±²¼ ²®«¼ª® ª« ±²¥°» ¨§ ª®­¥·-

­®£® ·¨±«  ³§«®¢, ¨ ¯®½²®¬³ ¯°¨ ³¢¥«¨·¥­¨¨ ° §¬¥°®¢ ±¨±²¥¬» ²®ª

·¥°¥§ ¡®ª®¢»¥ ½«¥ª²°®¤» ° ­® ¨«¨ ¯®§¤­® ®¡¿§ ²¥«¼­® ¯°¥°¢¥²±¿.

�±«¨ ¦¥ µ > xc, ²® ¢ ®·¥­¼ ¡®«¼¸®© ±¨±²¥¬¥ ­  ¡®ª®¢»µ £° ­¿µ

®¡¿§ ²¥«¼­® ®ª ¦³²±¿ ³§«», ¯°¨­ ¤«¥¦ ¹¨¥ ¡¥±ª®­¥·­®¬³ ª« -

±²¥°³. �²®² ¡¥±ª®­¥·­»© ª« ±²¥° ¨ ®¡¥±¯¥·¨² ®²«¨·­³¾ ®² ­³«¿ ¨

­¥ § ¢¨±¿¹³¾ ®² ° §¬¥°®¢ ±¨±²¥¬» ³¤¥«¼­³¾ ½«¥ª²°®¯°®¢®¤­®±²¼

� (x).

�¥°­�¥¬±¿ ª °¨±. 3.5, £¤¥ ¨§®¡° ¦¥­» ´³­ª¶¨¨ � (µ) (¤®«¿ ³§«®¢,

¯°¨­ ¤«¥¦ ¹¨µ ¡¥±ª®­¥·­®¬³ ª« ±²¥°³) ¨ � (x)
� (1)

(� (1) | ½«¥ª²°®-

¯°®¢®¤­®±²¼ ¯°¨ µ = 1, ². ¥. ¡¥§ ¡«®ª¨°®¢ ­­»µ ³§«®¢). �¡¥ ´³­ª-

¶¨¨ ®¡° ¹ ¾²±¿ ¢ ­³«¼ ¢ ®¤­®© ¨ ²®© ¦¥ ²®·ª¥, ª®²®° ¿ ±­ · « 

¡»«  ­ §¢ ­  ¯®°®£®¬ ¯°®²¥ª ­¨¿,   ¯®²®¬ ²®·ª®©, £¤¥ ¢®§­¨ª ¥²

¡¥±ª®­¥·­»© ª« ±²¥°.

� ª¨¬ ®¡° §®¬, °¥·¼ ¢±�¥ ¢°¥¬¿ ¸«  ® § ¤ ·¥ ²¥®°¨¨ ¯°®²¥ª -

­¨¿, ª®²®° ¿ ­ §»¢ ¥²±¿ § ¤ ·¥© ³§«®¢. �±«¨ ¡» ­ ± ¨­²¥°¥±®¢ «®

§­ ·¥­¨¥ xc ¤«¿ À¯«®±ª®£® ´¥°°®¬ £­¥²¨ª Á, ²® ¬®¦­® ¡»«® ¡»

±ª § ²¼, ¢®±¯®«¼§®¢ ¢¸¨±¼ °¥§³«¼² ²®¬ ®¯»²  ± ±¥²ª®©, ·²® ®­®

° ¢­® 0,59. �¤­ ª® °¥ «¼­»¥ ´¥°°®¬ £­¥²¨ª¨ ª°¨±² ««¨§³¾²±¿

­¥ ¢ ¯«®±ª¨¥,   ¢ ®¡º�¥¬­»¥ (²°�¥µ¬¥°­»¥) °¥¸�¥²ª¨. �°¨¬¥°®¬

²°�¥µ¬¥°­®© °¥¸�¥²ª¨ ¿¢«¿¥²±¿ ¯°®±² ¿ ª³¡¨·¥±ª ¿ °¥¸�¥²ª , ®¤­ 

¿·¥©ª  ª®²®°®© ¡»«  ¨§®¡° ¦¥­  ­  °¨±. 3.2.

� ¤ ·  ®¡ ½«¥ª²°®¯°®¢®¤­®±²¨ ½ª° ­­®© ±¥²ª¨ «¥£ª® ®¡®¡¹ -

¥²±¿ ­  ²°�¥µ¬¥°­»© ±«³· ©. �°¥¤±² ¢¨¬ ±¥¡¥ ª³¡, ±®¤¥°¦ ¹¨©
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¬­®£® ¿·¥¥ª ¨ ±¯ ¿­­»© ¨§ ¯°®¢®«®ª¨, ª ª ¯®ª § ­® ­  °¨±. 3.7.

� ¤¢³¬ ¯°®²¨¢®¯®«®¦­»¬ £° ­¿¬ ½²®£® ª³¡  ¬®¦­® ¯°¨¯ ¿²¼ ¬¥-

² ««¨·¥±ª¨¥ ¯« ±²¨­ª¨, ±®±² ¢¨²¼ ² ª ¦¥, ª ª ­  °¨±. 1.1, ½«¥ª-

²°¨·¥±ª³¾ ¶¥¯¼ ¨ ¨§³·¨²¼ ½«¥ª²°®¯°®¢®¤­®±²¼ ¢ § ¢¨±¨¬®±²¨ ®²

·¨±«  ¡«®ª¨°®¢ ­­»µ ³§«®¢. �°¨ ¡«®ª¨°®¢ ­¨¨ ª ¦¤®£® ³§«  ° §-

°»¢ ¥²±¿ ª®­² ª² ¬¥¦¤³ ¸¥±²¼¾ ¯°®¢®«®ª ¬¨, ¢µ®¤¿¹¨¬¨ ¢ ½²®²

³§¥«. � ª ¨ ¢ ¤¢³¬¥°­®¬ ±«³· ¥, ±³¹¥±²¢³¥² ª°¨²¨·¥±ª ¿ ª®­¶¥­-

²° ¶¨¿ x± ­¥¡«®ª¨°®¢ ­­»µ ³§«®¢, ­¨¦¥ ª®²®°®© ½«¥ª²°®¯°®¢®¤-

­®±²¼ ° ¢­  ­³«¾.

�¨±. 3.7. �°®±² ¿ ª³¡¨·¥±ª ¿ °¥¸�¥²ª .

� ¤ ·  ® ¯°¨¬¥±­®¬ ´¥°°®¬ £­¥²¨ª¥ ¨ ±¢¿§ ­­®¥ ± ­¥© ¯°¥¤±² -

¢«¥­¨¥ ® ¡¥±ª®­¥·­®¬ ª« ±²¥°¥ ®²­®±¨«¨±¼ ¢ ° ¢­®© ¬¥°¥ ª ¯«®±-

ª¨¬ ¨ ª ²°�¥µ¬¥°­»¬ °¥¸�¥²ª ¬. �°¨²¨·¥±ª ¿ ª®­¶¥­²° ¶¨¿ ¬ £-

­¨²­»µ  ²®¬®¢ xc, ¯°¨ ª®²®°®© ¢®§­¨ª ¥² ¡¥±ª®­¥·­»© ª« ±²¥°,

®¤­®¢°¥¬¥­­® ¿¢«¿¥²±¿ ¯®°®£®¬ ¯°®²¥ª ­¨¿ ± £° ­¨ ­  £° ­¼ ¢

ª³¡¥ ¤®±² ²®·­® ¡®«¼¸®£® ° §¬¥° . �³¦­® ¨¬¥²¼ ¢ ¢¨¤³, ·²® ± ¬ 

¢¥«¨·¨­  x± ±¨«¼­® § ¢¨±¨² ®² ²¨¯  °¥¸�¥²ª¨. �±«¨ ¤«¿ ª¢ ¤° ²­®©

°¥¸�¥²ª¨ ®­  ° ¢­¿« ±¼ 0,59, ·²® ¤«¿ ¯°®±²®© ª³¡¨·¥±ª®© °¥¸�¥²ª¨

xc = 0; 31. (�®¤°®¡­¥¥ ±¬. £«. 6.)
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3.5. �« ±²¥°» ¯°¨ ­¨§ª®© ª®­¶¥­²° ¶¨¨ ¬ £­¨²­»µ

 ²®¬®¢��

�»¢®¤», ±¤¥« ­­»¥ ¢ ¯°¥¤»¤³¹¨µ ° §¤¥« µ, ¡»«¨ ¢ §­ ·¨²¥«¼-

­®© ¬¥°¥ ®±­®¢ ­» ­  ³²¢¥°¦¤¥­¨¨ ® ²®¬, ·²® ¯°¨ ¬ «®© ª®­¶¥­-

²° ¶¨¨ ¬ £­¨²­»µ  ²®¬®¢ µ ½²¨  ²®¬» ¢ ®±­®¢­®¬ ° ±¯®«®¦¥­»

¯® ®¤¨­®·ª¥, ª« ±²¥°» ¨§ ¤¢³µ  ²®¬®¢ °¥¤ª¨, ¨§ ²°�¥µ | ¥¹¥ ¡®«¥¥

°¥¤ª¨ ¨ ². ¤. �®ª ¦¥¬ ½²® ³²¢¥°¦¤¥­¨¥.

�¢¥¤�¥¬ ´³­ª¶¨¾ �M (µ) | ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® ¢»¡° ­­»©

­ ³£ ¤  ²®¬ ¯°¨­ ¤«¥¦¨² ª« ±²¥°³ ­¥ ¬¥­¥¥ ·¥¬ ¨§ M  ²®¬®¢.

�²® §­ ·¨², ·²® ¢»¡° ­­»© ­ ³£ ¤  ²®¬:  ) ¬ £­¨²­»©, ¡) ±¢¿§ ­

± ­¥ ¬¥­¥¥, ·¥¬ M � 1, ¤°³£¨¬¨ ¬ £­¨²­»¬¨  ²®¬ ¬¨. �»·¨±«¨¬

´³­ª¶¨¾ �M (µ) ¯°¨ � = 1 ¨ M = 2.
�³­ª¶¨¿ �1 (µ) ° ¢­  ¢¥°®¿²­®±²¨ ²®£®, ·²® ¢»¡° ­­»© ­ ³£ ¤

 ²®¬ ®ª ¦¥²±¿ ¬ £­¨²­»¬. �²  ¢¥°®¿²­®±²¼ ° ¢­  µ (±¬. ³¯°. 1 ª

£«. 2, £¤¥ ­³¦­® § ¬¥­¨²¼ ±«®¢® À­¥¡«®ª¨°®¢ ­­»©Á ±«®¢®¬ À¬ £-

­¨²­»©Á   ±«®¢® À¡«®ª¨°®¢ ­­»©Á ±«®¢®¬ À­¥¬ £­¨²­»©Á). �² ª,

P1 (x) = x: (3.1)

�³­ª¶¨¿ �2 (µ) ° ¢­  ¢¥°®¿²­®±²¨ ²®£®, ·²® ¢»¡° ­­»© ­ ³-

£ ¤  ²®¬ ¿¢«¿¥²±¿ ¬ £­¨²­»¬ ¨ ¯°¨ ½²®¬ ±°¥¤¨ ¥£® ¡«¨¦ ©¸¨µ

±®±¥¤¥© ¥±²¼ ¯® ª° ©­¥© ¬¥°¥ ¥¹�¥ ®¤¨­ ¬ £­¨²­»©  ²®¬. �¡  ³ª -

§ ­­»µ ±®¡»²¨¿ ¿¢«¿¾²±¿, ®·¥¢¨¤­®, ­¥§ ¢¨±¨¬»¬¨, ¨ ¯®²®¬³ ¨±-

µ®¤­³¾ ¢¥°®¿²­®±²¼ ¬®¦­® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¢ ¢¨¤¥ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¿ ¢¥-

°®¿²­®±²¥© ½²¨µ ±®¡»²¨©. � ª ª ª ¯¥°¢ ¿ ¨§ ­¨µ (¢¥°®¿²­®±²¼, ·²®

 ²®¬ ¬ £­¨²­»©) ° ¢­  µ, ²®

P2 (x) = xW (x); (3.2)
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£¤¥ W (µ) | ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® ±°¥¤¨ ¡«¨¦ ©¸¨µ ±®±¥¤¥©

­¥ª®²®°®£®  ²®¬  ¥±²¼ ¯® ª° ©­¥© ¬¥°¥ ®¤¨­ ¬ £­¨²­»©  ²®¬.

�³­ª¶¨¿ W (µ) § ¢¨±¨² ®² ²®£®, ª ª ¿ °¥¸�¥²ª  ° ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿.

�£° ­¨·¨¬±¿ ª¢ ¤° ²­®© °¥¸�¥²ª®©, ¢ ª®²®°®© ª ¦¤»©  ²®¬ ¨¬¥¥²

·¥²»°�¥µ ¡«¨¦ ©¸¨µ ±®±¥¤¥© (°¨±. 3.8). �³¦­® ­ ©²¨ ¢¥°®¿²­®±²¼

²®£®, ·²® µ®²¿ ¡» ®¤¨­ ¨§  ²®¬®¢ 1, 2, 3, 4 ¿¢«¿¥²±¿ ¬ £­¨²­»¬.

�¨±. 3.8.

�²³ § ¤ ·³ ¯°®¹¥ ¢±¥£® °¥¸¨²¼ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬. �®¡»²¨¥,

±®±²®¿¹¥¥ ¢ ²®¬, ·²® ¢±¥ ·¥²»°¥  ²®¬  ¬ £­¨²­»¥, ¨ ±®¡»²¨¥, ±®-

±²®¿¹¥¥ ¢ ²®¬, ·²® ¯® ª° ©­¥© ¬¥°¥ ®¤¨­ ¨§ ·¥²»°�¥µ  ²®¬®¢ ¬ £-

­¨²­»©, ®¡° §³¾² ¯®«­³¾ ±¨±²¥¬³ ±®¡»²¨©. �³¬¬  ¢¥°®¿²­®±²¥©

¤¢³µ ½²¨µ ±®¡»²¨© ° ¢­  ¥¤¨­¨¶¥. �¥°®¿²­®±²¼ ¯¥°¢®£® ±®¡»²¨¿

®¡®§­ ·¨¬ ·¥°¥§ W0,   ¢¥°®¿²­®±²¼ ¢²®°®£® ±®¡»²¨¿ ¨ ¥±²¼ ¨±-

ª®¬ ¿ ¢¥«¨·¨­  W . �² ª, W + W0 = 1. �¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²®

 ²®¬ 1 | ­¥¬ £­¨²­»©, ° ¢­  1�µ. �¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²®  ²®¬ 2

¨«¨  ²®¬ 3, ¨«¨  ²®¬ 4 | ­¥¬ £­¨²­»¥, ²®¦¥ ° ¢­  1� µ. �®¡»-

²¨¿, ±®±²®¿¹¨¥ ¢ ²®¬, ·²® ° §­»¥  ²®¬» ®ª § «¨±¼ ­¥¬ £­¨²­»¬¨,

¿¢«¿¾²±¿ ­¥§ ¢¨±¨¬»¬¨. �®½²®¬³ ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® ¢±¥ ·¥²»-

°¥  ²®¬  | ­¥¬ £­¨²­»¥, ° ¢­  ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¾ ·¥²»°�¥µ ¢¥°®¿²­®-

±²¥©:W0 = (1�x)4. �²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²®W = 1�W0 = 1�(1�x)4.
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�®£« ±­® ´®°¬³«¥ (3.2)

P2 (x) = x
�
1� (1� x)4

�
: (3.3)

�±«¨ x � 1, ¢»° ¦¥­¨¥ ¤«¿ �2(µ) ¬®¦­® ³¯°®±²¨²¼, ®²¡°®±¨¢

·«¥­» ± ¢»±®ª¨¬¨ ±²¥¯¥­¿¬¨ µ. �®«¼§³¿±¼ ´®°¬³«®© ¡¨­®¬ , ¯®-

«³· ¥¬

1� (1� x)4 = 4x� 6x2 + 4x3 � 4x4:

�¥¯¥°¼ § ¬¥²¨¬, ·²® ¥±«¨ x � 1, ®²­®¸¥­¨¥ ª ¦¤®£® ¯®±«¥¤³¾-

¹¥£® ·«¥­  ª ¯°¥¤»¤³¹¥¬³ ¬ «®:

6x2

4x
=

3

2
x� 1;

4x2

6x
=

2

3
x� 1 ¨

x4

4x3
=
x

4
� 1:

�®½²®¬³ ¯°¨ µ� 1 ± µ®°®¸¥© ²®·­®±²¼¾ ¬®¦­® ­ ¯¨± ²¼

1� (1� x)4 � 4x;

®²ª³¤  ±«¥¤³¥²

P2 (x) � 4x2: (3.4)

�° ¢­¨¢ ¿ ´®°¬³«» (3.1) ¨ (3.4), ¢¨¤¨¬, ·²® ¯°¨ x� 1 ®²­®¸¥-

­¨¥

P2 (x)

P1 (x)
� 4x� 1; (3.5)

². ¥. ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® ¢»¡° ­­»© ­ ³£ ¤  ²®¬ ¯°¨­ ¤«¥¦¨²

ª« ±²¥°³ ¨§ ¤¢³µ ¨ ¡®«¥¥  ²®¬®¢, £®° §¤® ¬¥­¼¸¥, ·¥¬ ¢¥°®¿²­®±²¼

²®£®, ·²® ®­ ®¡° §³¥² ª« ±²¥° ¨§ ®¤­®£®  ²®¬ .

�³¹¥±²¢³¥² ¡®«¥¥ ¯°®±²®© ¢»¢®¤ ´®°¬³«» (3.4) ¤«¿ P2(x), ¢ ª®-

²®°®¬ ±° §³ ¦¥ ³·¨²»¢ ¥²±¿ ³±«®¢¨¥ x� 1. � ¯®¬®¹¼¾ ½²®£® ¢»-

¢®¤  ¬®¦­® ±° ¢­¨²¥«¼­® ¯°®±²® ¢»·¨±«¨²¼ ´³­ª¶¨¨ �� (µ) ¯°¨



60 ����� 3. ����������� �������

M > 2 (±¬. ³¯°. 3). �»¢®¤ ±®±²®¨² ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬: ª« ±²¥° ¡®«¥¥

·¥¬ ¨§ ¤¢³µ  ²®¬®¢, ¢ª«¾· ¾¹¨©  ²®¬ 0, ®¡¿§ ²¥«¼­® ¢ª«¾· ¥²

«¨¡®  ²®¬ 1, «¨¡® 2, «¨¡® 3, «¨¡® 4. �¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²®  ²®¬»

0 ¨ 1 ¯°¨­ ¤«¥¦ ² ®¤­®¬³ ª« ±²¥°³, ° ¢­  ¢¥°®¿²­®±²¨ ²®£®, ·²®

®¡  ®­¨ ¬ £­¨²­»¥, ¨ ° ¢­  ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¾ ¢¥°®¿²­®±²¥© ²®£®, ·²®

ª ¦¤»© ¨§ ½²¨µ  ²®¬®¢ ¬ £­¨²­»©, ². ¥. x � x = x2. �® ¦¥ ± ¬®¥

¬®¦­® ±ª § ²¼ ¯°® ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® ª« ±²¥° ®¡° §®¢ ­  ²®-

¬ ¬¨ 02, 03 ¨«¨ 04. �±¥ ½²¨ ¢¥°®¿²­®±²¨ ° ¢­» µ2. �¥°®¿²­®±²¼

²®£®, ·²® ®±³¹¥±²¢¨²±¿ µ®²¿ ¡» ®¤­® ¨§ ½²¨µ ±®¡»²¨©, ° ¢­  ±³¬¬¥

¢¥°®¿²­®±²¥©, ². ¥. 4x2, ·²® ¨ ¯°¨¢®¤¨² ª ´®°¬³«¥ (3.4).

�²®² ¢»¢®¤ ±¯° ¢¥¤«¨¢ «¨¸¼ ¯°¨ µ� 1. �®«¼ª® ¯°¨ ½²®¬ ³±«®-

¢¨¨ ¬®¦­® ¯®«¼§®¢ ²¼±¿ ¯° ¢¨«®¬ ±«®¦¥­¨¿ ¢¥°®¿²­®±²¥©. �¥©-

±²¢¨²¥«¼­®, ¯° ¢¨«® ±«®¦¥­¨¿ ±¯° ¢¥¤«¨¢® ¤«¿ ­¥±®¢¬¥±²¨¬»µ

±®¡»²¨©. �® ±®¡»²¨¥, ±®±²®¿¹¥¥ ¢ ²®¬, ·²®  ²®¬» 0 ¨ 1 | ¬ £­¨²-

­»¥, ±®¢¬¥±²¨¬® ± ²¥¬, ·²®  ²®¬» 0 ¨ 2 | ¬ £­¨²­»¥. �®¢¬¥¹¥-

­¨¥ ±®¡»²¨© ®§­ · ¥², ·²® ¢±¥ ²°¨  ²®¬  0, 1, 2 | ¬ £­¨²­»¥ ¨,

±«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ®¡° §³¾² ª« ±²¥° ¨§ ²°�¥µ  ²®¬®¢. �¥°®¿²­®±²¼ ±®-

¢¬¥¹¥­­®£® ±®¡»²¨¿ ° ¢­  ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¾ ¢¥°®¿²­®±²¥© ²®£®, ·²®

¢±¥ ²°¨  ²®¬  | ¬ £­¨²­»¥, ². ¥. ° ¢­  µ � µ � µ = µ3.

�°¨ µ � 1 ½²  ¢¥°®¿²­®±²¼ ¬­®£® ¬¥­¼¸¥, ·¥¬ ¢»·¨±«¥­­ ¿

¢¥°®¿²­®±²¼ ®¡° §®¢ ­¨¿ ª« ±²¥°  ¨§ ¤¢³µ  ²®¬®¢. �®½²®¬³ ¢¥°®-

¿²­®±²¼¾ ±®¢¬¥¹¥­¨¿ ±®¡»²¨© ¬®¦­® ¯°¥­¥¡°¥·¼ ¨ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼

±®¡»²¨¿ ª ª ­¥±®¢¬¥±²¨¬»¥. �²® ¨ ®¯° ¢¤»¢ ¥² ±¤¥« ­­»© ¢»¸¥

¢»¢®¤ ¯°¨ ³±«®¢¨¨ x� 1.

� ª²¨·¥±ª¨ ½²® ®§­ · ¥², ·²® ¥±«¨ µ� 1, ²® ¯°¨ ° ±·�¥²¥ �2(µ)

¬®¦­® ¯°¥­¥¡°¥·¼ ¢¥°®¿²­®±²¼¾ ®¡° §®¢ ­¨¿ ª« ±²¥°  ¨§ ²°�¥µ

 ²®¬®¢.
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� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯°¨ x� 1 ´³­ª¶¨¿ �2(µ) ´ ª²¨·¥±ª¨ ±®¢¯ ¤ -

¥² ± ¢¥°®¿²­®±²¼¾ ²®£®, ·²® ¢»¡° ­­»© ­ ³£ ¤ ³§¥« ¯°¨­ ¤«¥¦¨²

ª« ±²¥°³ ¨§ ¤¢³µ (¨ ­¥ ¡®«¥¥!)  ²®¬®¢. �®®²¢¥²±²¢¥­­®, ´³­ª¶¨¿

P3 (µ) ®¯¨±»¢ ¥² ª« ±²¥° ¨§ ²°�¥µ  ²®¬®¢. �­  ¯°®¯®°¶¨®­ «¼­ 

x3 ¨ ¬ «  ¯® ±° ¢­¥­¨¾ ± �2 (µ). �¡¹¨© °¥§³«¼² ² ±®±²®¨² ¢ ²®¬,

·²® ´³­ª¶¨¿ �M (µ) ±®¤¥°¦¨² ±²¥¯¥­¨ µ, ­¥ ¬¥­¼¸¨¥, ·¥¬ µM ¨

¯°¨ µ� 1 ¡³¤¥² �� (x)� PM�1 (µ).
�² ª, ¥±«¨ ¯°¨ µ � 1 ¢»¡° ­­»© ­ ³£ ¤ ³§¥« ®ª § «±¿ ¬ £-

­¨²­»¬, ²® ®­ ± ¯®¤ ¢«¿¾¹¥© ¢¥°®¿²­®±²¼¾ ®¡° §³¥² ª« ±²¥° ¨§

®¤­®£® ³§« . �¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® ®­ ¯°¨­ ¤«¥¦¨² ª« ±²¥°³ ¨§

M ³§«®¢, °¥§ª® ³¡»¢ ¥² ± °®±²®¬ � .

�¯° ¦­¥­¨¿

2. � ©¤¨²¥ �2 (µ) ¤«¿ ¯°®±²®© ª³¡¨·¥±ª®© °¥¸�¥²ª¨, ¨§®¡° ¦¥­-

­®© ­  °¨±. 3.7. �«¿ «¾¡®© °¥¸�¥²ª¨, ¢ ª®²®°®© ª ¦¤»©  ²®¬

¨¬¥¥² z ¡«¨¦ ©¸¨µ ±®±¥¤¥©.

3. � ©¤¨²¥ P3 (µ) ¤«¿ ª¢ ¤° ²­®© °¥¸�¥²ª¨, ¯®«¼§³¿±¼ ³±«®¢¨¥¬

µ� 1.

4. � ©¤¨²¥ P3 (µ) ¤«¿ ª¢ ¤° ²­®© °¥¸�¥²ª¨, ­¥ ¯®«¼§³¿±¼ ³±«®-

¢¨¥¬ µ� 1.
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�« ¢  4.

�¥¸¥­¨¥ § ¤ ·¨ ³§«®¢ ¬¥²®¤®¬

�®­²¥-� °«® ­  ���

�¥²®¤ �®­²¥-� °«® | ­ ¨¡®«¥¥ ° ±¯°®±²° ­�¥­­»© ±¯®±®¡ °¥-

¸¥­¨¿ § ¤ · ²¥®°¨¨ ¯°®²¥ª ­¨¿. �¥«¼ ½²®© £« ¢» | ¤ ²¼ ®¡¹¥¥

¯°¥¤±² ¢«¥­¨¥ ®¡ ½²®¬ ¬¥²®¤¥, ®¡º¿±­¨²¼ ¯®¤°®¡­®, ª ª ° ¡®² ¥²

£« ¢­»© ½«¥¬¥­² ¬¥²®¤  | £¥­¥° ²®° ±«³· ©­»µ ·¨±¥« ¨ ¢ § -

ª«¾·¥­¨¥ ¯°¨¢¥±²¨ ª®­ª°¥²­³¾ ¯°®£° ¬¬³ ¤«¿ ���, ¯®§¢®«¿¾-

¹³¾ ­ µ®¤¨²¼ ¯®°®£ ¯°®²¥ª ­¨¿ § ¤ ·¨ ³§«®¢. � ¢¥°­®¥, ± ¬»©

¯¥°¢»© ¢®¯°®±, ª®²®°»© ¢®§­¨ª ¥², ½²®:
4.1. �®·¥¬³ �®­²¥-� °«®?

À| � ·²® ² ª®¥ z�ero? �®² ½²®² ª°³¯¥° ª³°· ¢»©, £« ¢­»©-²®,

ª°¨ª­³« z�ero? � ¯®·¥¬³ ®­ ¢±¥ § £°�¥¡, ·²® ­¨ ¡»«® ­  ±²®«¥?

�¤ ª³¾ ª³·³, ¢±�¥ ±¥¡¥ ¢§¿«? �²® ·²® ² ª®¥?

| A z�ero, ¡ ¡³¸ª , ¢»£®¤  ¡ ­ª . �±«¨ ¸ °¨ª ³¯ ¤�¥² ­  z�ero,

²® ¢±�¥, ·²® ­¨ ¯®±² ¢«¥­® ­  ±²®«¥, ¯°¨­ ¤«¥¦¨² ¡ ­ª³ ¡¥§ ° ±·�¥² 

: : :

| �®²-²¥ ­ ! � ¿ ­¨·¥£® ­¥ ¯®«³· ¾?
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|�¥², ¡ ¡³¸ª , ¥±«¨ ¢» ¯¥°¥¤ ½²¨¬ ±² ¢¨«¨ ­  z�ero, ¢ ¬ ¯« ²¿²

¢ ²°¨¤¶ ²¼ ¯¿²¼ ° § ¡®«¼¸¥.

| � ª, ¢ ²°¨¤¶ ²¼ ¯¿²¼ ° §, ¨ · ±²® ¢»µ®¤¨²? �²® ¦ ®­¨, ¤³-

° ª¨, ­¥ ±² ¢¿²?

| �°¨¤¶ ²¼ ¸¥±²¼ ¸ ­±®¢ ¯°®²¨¢, ¡ ¡³¸ª .

| �®² ¢§¤®°! �®² ¯»·! �®² ¯»·! �®±²®©, ¨ ±® ¬­®© ¥±²¼ ¤¥­¼-

£¨, | ¢®²!

�­  ¢»­³«  ¨§ ª °¬ ­  ²³£® ­ ¡¨²»© ª®¸¥«�¥ª ¨ ¢§¿«  ¨§ ­¥£®

´°¨¤°¨µ±¤®°.

| � , ¯®±² ¢¼ ±¥©· ± ­  z�ero.

| � ¡³¸ª , z�ero ²®«¼ª® ·²® ¢»¸¥«, | ±ª § « ¿, | ±² «® ¡»²¼,

²¥¯¥°¼ ¤®«£® ­¥ ¢»©¤¥². �» ¬­®£® ¯°®±² ¢¨²¥; ¯®¤®¦¤¨²¥ µ®²¼

­¥¬­®£®.

| �³ ¢°�¥¸¼, ±² ¢¼!

| �§¢®«¼²¥, ­® ®­ ¤® ¢¥·¥° , ¬®¦¥² ¡»²¼, ­¥ ¢»©¤¥², ¢» ¤®

²»±¿·¨ ¯°®±² ¢¨²¥, ½²® ±«³· «®±¼.

| �³, ¢§¤®°, ¢§¤®°! �®«ª  ¡®¿²¼±¿ | ¢ «¥± ­¥ µ®¤¨²¼. �²®?

¯°®¨£° «? ±² ¢¼ ¥¹�¥!Á3

�²®² ´° £¬¥­² ¨§ °®¬ ­  �. �. �®±²®¥¢±ª®£® À�£°®ªÁ ®¯¨±»¢ -

¥² ± ¬³¾  § °²­³¾ ¨£°³ ¬¨­³¢¸¥£® ¢¥ª  | °³«¥²ª³. �®°®¤ �®­²¥-

� °«®, ­ µ®¤¿¹¨©±¿ ¢ ª­¿¦¥±²¢¥ �®­ ª®, ±­¨±ª « ±¥¡¥ ±« ¢³ ¢±¥-

¬¨°­®© ±²®«¨¶» °³«¥²ª¨. � ·¥±²¼ ½²®£® £®°®¤  ¨ ¯®«³·¨« ±¢®¥

­ §¢ ­¨¥ ®¤¨­ ¨§ ­ ¨¡®«¥¥ ¬®¹­»µ ±®¢°¥¬¥­­»µ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨µ

3�«¥¤³¥² § ¬¥²¨²¼, ·²® ± ²®·ª¨ §°¥­¨¿ ²¥®°¨¨ ¢¥°®¿²­®±²¨ ¢±¥®¯»²­ ¿ ½ª§ «¼²¨°®¢ ­­ ¿ ¡ ¡³¸ª  ¯°®¿¢«¿¥²

¡®«¼¸¥ §¤° ¢®£® ±¬»±« , ·¥¬ ª®­±³«¼²¨°³¾¹¨© ¥¥ �£°®ª. �¥°®¿²­®±²¼ ¢»µ®¤  z�ero ­¨±ª®«¼ª® ­¥ ³¬¥­¼¸ ¥²±¿

®² ²®£®, ·²® ®­ ¢»¸¥« ¯¥°¥¤ ½²¨¬. �¤ ²¼, ª ª ±®¢¥²³¥² �£°®ª, ­¥² ­¨ª ª®£® ±¬»±« . �²® · ±²® ¢±²°¥· ¾¹¥¥±¿

­¥¤®° §³¬¥­¨¥, ¢¨¤¨¬®, ®±­®¢ ­® ­  ­¥¯° ¢¨«¼­®¬ ¯®­¨¬ ­¨¨ ²®£® ´ ª² , ·²® ¢¥°®¿²­®±²¼ ¤¢  ° §  ¯®¤°¿¤

¯®«³·¨²¼ z�ero ¬ « . �® ®²±¾¤  ±®¢±¥¬ ­¥ ±«¥¤³¥², ·²® ¥±«¨ ®¤¨­ ° § ¢»¸¥« z�ero, ²® ¢¥°®¿²­®±²¼ ¥£® ¢»µ®¤  ¢

±«¥¤³¾¹¨© ° § ¬¥­¼¸¥, ·¥¬ ¢ ¯¥°¢»©. �¥°®¿²­®±²¼, ª®­¥·­®, ®±² ¥²±¿ ²®·­® ² ª®© ¦¥.
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¬¥²®¤®¢.

�²® ¦¥ ®¡¹¥£® ¬¥¦¤³ ½²¨¬ ¬¥²®¤®¬ ¨ °³«¥²ª®©? | �®, ·²®

®±­®¢­»¬ ½«¥¬¥­²®¬ ¬¥²®¤  �®­²¥-� °«® ¿¢«¿¥²±¿ ²®² ± ¬»©

¢° ¹ ¾¹¨©±¿ ¸ °¨ª, ª®²®°»© ¢ ¬­®£®·¨±«¥­­»µ ¨£®°­»µ § « µ

�®­²¥-� °«® ¢¥°¸¨² ±³¤¼¡» «¾¤¥©, ¯®¢¥°£ ¿ ®¤­¨µ ¨ ¢®§¢»¸ ¿

¤°³£¨µ. �° ¢¤ , ¬ ²¥¬ ²¨ª¨ ±¨«¼­® ³±®¢¥°¸¥­±²¢®¢ «¨ ¥£®. �²®

³¦¥ ±®¢±¥¬ ­¥ ¸ °¨ª,   ±² ­¤ °²­ ¿ ¯°®£° ¬¬  ���, ª®²®° ¿ ­ -

§»¢ ¥²±¿ À£¥­¥° ²®° ±«³· ©­»µ ·¨±¥«Á. �® ±³²¼ ¤¥«  ®² ½²®£® ­¥

¬¥­¿¥²±¿. � °¨ª °³«¥²ª¨ ± ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© ²®·ª¨ §°¥­¨¿ ²®¦¥ ­¥

·²® ¨­®¥, ª ª £¥­¥° ²®° ±«³· ©­»µ ·¨±¥«.
4.2. �²® ² ª®¥ ¬¥²®¤ �®­²¥-� °«®?

�¥²®¤®¬ �®­²¥-� °«®, ª ª ¯° ¢¨«®, ­ §»¢ ¾² «¾¡®© ¬ ²¥¬ -

²¨·¥±ª¨© ¬¥²®¤, ±³¹¥±²¢¥­­® ¨±¯®«¼§³¾¹¨© £¥­¥° ²®° ±«³· ©­»µ

·¨±¥«.

�¡»·­® ±®¢°¥¬¥­­ ¿ ��� ¨¬¥¥² ±² ­¤ °²­³¾ ¯°®£° ¬¬³, £¥-

­¥°¨°³¾¹³¾ ±«³· ©­»¥ ·¨±« , ° ¢­®¬¥°­® ° ±¯°¥¤¥«�¥­­»¥ ¢ ¨­-

²¥°¢ «¥ ®² ­³«¿ ¤® ¥¤¨­¨¶», ². ¥. À° §»£°»¢ ¾¹³¾Á §­ ·¥­¨¿ ­¥-

¯°¥°»¢­®© ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­», ¯°¨­¨¬ ¾¹¥© ± ° ¢­®© ¢¥°®¿²-

­®±²¼¾ ¢±¥ §­ ·¥­¨¿ ¢ ¨­²¥°¢ «¥ (0; 1).
� ¦¤®¥ ®¡° ¹¥­¨¥ ª ½²®© ¯°®£° ¬¬¥ ¤ �¥² ®¤­® ² ª®¥ ·¨±«® ±

®¯°¥¤¥«�¥­­»¬ ·¨±«®¬ §­ ª®¢ ¯®±«¥ § ¯¿²®©, § ¢¨±¿¹¨¬ ®² ª« ±± 

���.

�°®±²¥©¸¥¥ ¯°¨¬¥­¥­¨¥ ¬¥²®¤  �®­²¥-� °«® ±®±²®¨², ­ ¯°¨-

¬¥°, ¢ ¢»·¨±«¥­¨¨ ¨­²¥£° «®¢. �®¯³±²¨¬ ·²® ­ ¤® ±®±·¨² ²¼

®¡º�¥¬, ®£° ­¨·¥­­»© § ¬ª­³²®© ¯®¢¥°µ­®±²¼¾, ¨¬¥¾¹¥© ±«®¦­³¾
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´®°¬³. �»¡¥°¥¬ ª³¡, § ¢¥¤®¬® ¢ª«¾· ¾¹¨© ¢ ±¥¡¿ ¢±¾ ¯®¢¥°µ-

­®±²¼ (°¨±. 4.1). � ¯®¬®¹¼¾ £¥­¥° ²®°  ±«³· ©­»µ ·¨±¥« ¯®«³·¨¬

­ ¡®° ²®·¥ª, ° ¢­®¬¥°­® ° ±¯°¥¤¥«�¥­­»µ ¢­³²°¨ ª³¡ . �²® ¤¥« -

¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬. �®¯³±²¨¬, ·²® ¤«¨­  °¥¡°  ª³¡  ° ¢­ 

L ¨ ¢±¥ ²°¨ ª®®°¤¨­ ²» § ª«¾·�¥­­»µ ¢­³²°¨ ­¥£® ²®·¥ª ¬¥­¿¾²±¿

®² ­³«¿ ¤® L (°¨±. 4.1). �°¨¦¤» ®¡° ²¨¢¸¨±¼ ª £¥­¥° ²®°³ ±«³-

· ©­»µ ·¨±¥«, ¯®«³·¨¬ ²°¨ ·¨±« , y1, y2, y3, «¥¦ ¹¨¥ ¢ ¨­²¥°¢ «¥

(0; 1). �®±²°®¨¬ ¨§ ­¨µ ª®®°¤¨­ ²» ¯¥°¢®© ²®·ª¨, «¥¦ ¹¥© ¢­³-

²°¨ ª³¡ , ¯® ´®°¬³« ¬ X1 = Ly1, Y1 = Ly2, Z1 = Ly3. �°®¤¥« ¢

½²³ ¯°®¶¥¤³°³ Q ° §, ¯®«³·¨¬ Q ²®·¥ª, ¢ ±°¥¤­¥¬ ° ¢­®¬¥°­®

§ ¯®«­¿¾¹¨µ ª³¡. �³±²¼ Q1 | ·¨±«® ²®·¥ª, ®ª § ¢¸¨µ±¿ ¢­³²°¨

¯®¢¥°µ­®±²¨. � ª ª ª ²®·ª¨ ° ±¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ° ¢­®¬¥°­®, ²® ·¨±-

«® Q1 µ ° ª²¥°¨§³¥² ®¡º�¥¬, ®£° ­¨·¥­­»© ¯®¢¥°µ­®±²¼¾. �¬¥­­®,

¥±«¨ ·¨±«® Q ¤®±² ²®·­® ¢¥«¨ª®, ²® ¨±ª®¬»© ®¡º�¥¬ ° ¢¥­ L3Q1
Q
.

�¨±. 4.1. �¯°¥¤¥«¥­¨¥ ®¡º�¥¬  £°³¸¨ ¬¥²®¤®¬ �®­²¥-� °«®

�³¹¥±²¢³¥² ²¥®°¨¿, ¯®§¢®«¿¾¹ ¿ ±ª § ²¼, ª ª®¥ ·¨±«® ²®·¥ª Q

²°¥¡³¥²±¿ ¤«¿ ¯®«³·¥­¨¿ °¥§³«¼² ²  ± § ¤ ­­®© ²®·­®±²¼¾. �®¦-

­® ¯®¤®©²¨ ª ½²®¬³ ¢®¯°®±³ ½¬¯¨°¨·¥±ª¨ ¨ ¯°®±²® ­¥±ª®«¼ª® ° §

¯®¢²®°¨²¼ ½ª±¯¥°¨¬¥­², ¨±¯®«¼§³¿ ¤°³£¨¥ ­ ¡®°» ±«³· ©­»µ ·¨-

±¥«,   § ²¥¬ ±° ¢­¨²¼ ®²¢¥²». �±«¨ ¢ ¯°¥¤¥« µ § ¤ ­­®© ²®·­®±²¨
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­¨·¥£® ­¥ ¬¥­¿¥²±¿ | §­ ·¨², ¢±�¥ ¢ ¯®°¿¤ª¥, ®²¢¥² ¯° ¢¨«¼­»©.

� ±«³· ¥ ¯°®±²° ­±²¢ ¡®«¼¸®£® ·¨±«  ¨§¬¥°¥­¨© (¬­®£®ª° ²­»µ

¨­²¥£° «®¢) ¬¥²®¤ �®­²¥-� °«® ¨¬¥¥² ®·¥­¼ ±³¹¥±²¢¥­­»¥ ¯°¥-

¨¬³¹¥±²¢  ­ ¤ ®¡»·­»¬¨ ¬¥²®¤ ¬¨ ¨­²¥£°¨°®¢ ­¨¿.

� ¶¥«®¬ °¿¤¥ ±«³· ¥¢ ¬¥²®¤ �®­²¥-� °«® ¿¢«¿¥²±¿ ¥¤¨­±²¢¥­­®

¢®§¬®¦­»¬. �°¥¤±² ¢¼²¥ ±¥¡¥, ·²® ¨§³· ¥²±¿ ¯®¢¥¤¥­¨¥ ±¨±²¥¬»,

±®±²®¿¹¥© ¨§ ®£°®¬­®£® ·¨±«  · ±²¨¶, ­ ¯°¨¬¥° ¯®¢¥¤¥­¨¥ £ § .

� ¯°¨­¶¨¯¥ ² ª ¿ § ¤ ·  ¤®«¦­  °¥¸ ²¼±¿ ¬¥²®¤ ¬¨ ±² ²¨±²¨-

·¥±ª®© ´¨§¨ª¨, ®¤­ ª®, ¥±«¨ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥ ¬¥¦¤³ · ±²¨¶ ¬¨

±¨«¼­®¥ (² ª ¡»¢ ¥² ¯°¨ ¡®«¼¸®© ¯«®²­®±²¨ ¨ ­¨§ª®© ²¥¬¯¥° -

²³°¥), ½²¨ ¬¥²®¤» ®ª §»¢ ¾²±¿ ­¥½´´¥ª²¨¢­»¬¨. �®£¤  ±¢®©±²¢ 

£ §  ¨§³· ¾²±¿ ± ¯®¬®¹¼¾ ¬®¤¥«¨°®¢ ­¨¿ ­  ���. �¨±«® · ±²¨¶

£ § , ³· ±²¢³¾¹¨µ ¢ ¬®¤¥«¨°®¢ ­¨¨, ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ®¡º�¥¬®¬ ¯ ¬¿-

²¨ ���. � ¯ ¬¿²¨ ¤®«¦­  µ° ­¨²¼±¿ ¨­´®°¬ ¶¨¿ ® ª®®°¤¨­ ² µ

¢±¥µ · ±²¨¶. �®¤¥«¨°®¢ ­¨¥ ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® ±«³· ©­»¬ ®¡° -

§®¬ ¢»¡¨° ¥²±¿ ®¤­  ¨§ · ±²¨¶, ª®²®° ¿ § ²¥¬ ¯¥°¥¬¥¹ ¥²±¿ ­ 

±«³· ©­®¥ ° ±±²®¿­¨¥. (�²® §­ ·¨², ·²® ¢ ¯ ¬¿²¨ ��� ¬¥­¿¾²±¿

ª®®°¤¨­ ²» ½²®© · ±²¨¶».) � ²¥¬ ±«³· ©­® ¢»¡¨° ¥²±¿ ¤°³£ ¿ · -

±²¨¶  ¨ ². ¤. �®²¥­¶¨ «¼­ ¿ ½­¥°£¨¿ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ · ±²¨¶ £ § 

¤°³£ ± ¤°³£®¬ § ¢¨±¨² ®² ¨µ ¢§ ¨¬­®£® ° ±¯®«®¦¥­¨¿. �­  ¢»·¨-

±«¿¥²±¿ ± ± ¬®£® ­ · « ,   § ²¥¬ ¯¥°¥±·¨²»¢ ¥²±¿ ¯®±«¥ ª ¦¤®£®

¯¥°¥¬¥¹¥­¨¿. �¥°®¿²­®±²¨ ¯¥°¥¬¥¹¥­¨© · ±²¨¶ ­  ²® ¨«¨ ¨­®¥

° ±±²®¿­¨¥ ¢»¡¨° ¾²±¿ ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± ¯®²¥­¶¨ «¼­®© ½­¥°£¨¥©

² ª¨¬ ®¡° §®¬, ·²®¡» ¬®¤¥«¼­ ¿ ±¨±²¥¬  ¢ ±°¥¤­¥¬ À¦¨« Á ² ª

¦¥, ª ª °¥ «¼­ ¿.

� °¥§³«¼² ²¥ ¢ ¯ ¬¿²¨ ��� ®ª §»¢ ¾²±¿ ª ª ¡» À¬£­®¢¥­­»¥

´®²®£° ´¨¨Á £ § , ±¤¥« ­­»¥ ¢ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­»¥ ¬®¬¥­²» ¢°¥-
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¬¥­¨. �®²®£° ´¨¨ ¢ª«¾· ¾² ª®®°¤¨­ ²» ¢±¥µ · ±²¨¶ £ § , ¨ ¯®

­¨¬ ¬®¦­® ¢»·¨±«¨²¼ ±°¥¤­¨¥ ²¥°¬®¤¨­ ¬¨·¥±ª¨¥ µ ° ª²¥°¨±²¨-

ª¨, ² ª¨¥ ª ª ¤ ¢«¥­¨¥, ²¥¯«®¥¬ª®±²¼ ¨ ². ¤.

� ¬  ¯°®¶¥¤³°  ¬®¤¥«¨°®¢ ­¨¿ ®·¥­¼ ­ ¯®¬¨­ ¥² ¨£°³, ª®²®-

° ¿ ¢¥¤�¥²±¿ ¯® ±²°®£® ³±² ­®¢«¥­­»¬ ¯° ¢¨« ¬, ¨±ª«¾· ¾¹¨¬

®¡° ¹¥­¨¿ ª °³«¥²ª¥, ². ¥. ª £¥­¥° ²®°³ ±«³· ©­»µ ·¨±¥«. � «¥©-

¸¨¥ ®²ª«®­¥­¨¿ ®² ¯° ¢¨« ¨«¨ À¦³«¼­¨·¥±ª ¿Á °³«¥²ª  ¯°¨¢®-

¤¿² ª ²®¬³, ·²® ®¤­¨ ª®­´¨£³° ¶¨¨  ²®¬®¢ £ §  ¯®¿¢«¿¾²±¿ · ¹¥

¤°³£¨µ. �²® ±ª §»¢ ¥²±¿ ­  °¥§³«¼² ²¥ ³±°¥¤­¥­¨¿ ¨ ¤¥« ¥² ®²¢¥²

­¥¯° ¢¨«¼­»¬.

�¥­¥° ²®° ±«³· ©­»µ ·¨±¥« ¨±¯®«¼§³¥²±¿ ­¥ ²®«¼ª® ¢ ¬¥²®¤¥

�®­²¥-� °«®, ­® ¨ ¢ ² ª ­ §»¢ ¥¬»µ  ­ «®£®¢»µ ½ª±¯¥°¨¬¥­² µ,

¯°¨¬¥°®¬ ª®²®°»µ ¿¢«¿¥²±¿ ®¯»² ± ½ª° ­­®© ±¥²ª®©, ®¯¨± ­­»©

¢ ¯¥°¢®© £« ¢¥. � ª ³¦¥ £®¢®°¨«®±¼, ±«³· ©­ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼-

­®±²¼ ¡«®ª¨°³¥¬»µ ³§«®¢, ­³¦­ ¿ ¤«¿ ½²®£® ®¯»² , ±®±² ¢«¿« ±¼

­  ���. �²®¡» ¢»¡° ²¼ ®·¥°¥¤­®© ³§¥«, ­³¦­® ®¡° ²¨²¼±¿ ª ¯°®-

£° ¬¬¥ ¨ ¯®«³·¨²¼ ±«³· ©­®¥ ·¨±«® ³. �£® ±«¥¤³¥² ³¬­®¦¨²¼ ­ 

¯®«­®¥ ·¨±«® ³§«®¢ N ¨ ¯°¨¡ ¢¨²¼ ª ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¾ ¥¤¨­¨¶³. � -

²¥¬ ®² Ny+1 ­³¦­® ¢§¿²¼ ¶¥«³¾ · ±²¼. �°¨ ½²®¬ ¢®§­¨ª­¥² ¶¥«®¥

·¨±«®, «¥¦ ¹¥¥ ¢ ²°¥¡³¥¬®¬ ¨­²¥°¢ «¥ ®² 1 ¤® N . �° ¢¤ , ² ª¨¥

·¨±«  ¬®£³² ¯®¢²®°¿²¼±¿. �® ½²® ­¥ ±²° ¸­®. �±«¨ ®ª ¦¥²±¿, ·²®

³§¥« ± ¯®«³·¥­­»¬ ­®¬¥°®¬ ¡»« ¡«®ª¨°®¢ ­ ° ­¥¥, ­³¦­® § ¯°®-

±¨²¼ ³ ��� ­®¢®¥ ±«³· ©­®¥ ·¨±«® ¨ ¯°¥¢° ²¨²¼ ¥£® ¢ ­®¬¥° ³§« .

�¥±ª®«¼ª® ¯®§¤­¥¥ ¡³¤¥² ®¯¨± ­  ¯°®£° ¬¬ , ± ¯®¬®¹¼¾ ª®-

²®°®© ¢»·¨±«¿¾²±¿ ¯®°®£¨ ¯°®²¥ª ­¨¿ ¬¥²®¤®¬ �®­²¥-� °«®,  

±¥©· ± °¥·¼ ¯®©¤�¥² ® ± ¬®¬ ª °¤¨­ «¼­®¬ ½«¥¬¥­²¥ ½²®£® ¬¥²®-

¤  | £¥­¥° ²®°¥ ±«³· ©­»µ ·¨±¥«.
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4.3. � ª ¯°¨¤³¬ ²¼ ±«³· ©­®¥ ·¨±«®?

�² ª, ¢ ¬ ­³¦­» ±«³· ©­»¥ ·¨±« , ° ¢­®¬¥°­® ° ±¯°¥-

¤¥«�¥­­»¥ ¢ ¨­²¥°¢ «¥ ®² ­³«¿ ¤® ¥¤¨­¨¶». �²¨¬ § ¤ ­¨¥ ¥¹�¥ ­¥

±´®°¬³«¨°®¢ ­®. �¥®¡µ®¤¨¬® §­ ²¼, ±ª®«¼ª® §­ ª®¢ ¯®±«¥ § ¯¿-

²®© ²°¥¡³¥²±¿ ³ ª ¦¤®£® ·¨±« . �®¯³±²¨¬, ·²® ­³¦­® ¢±¥£® ¤¢ 

§­ ª . �®£¤  ¯°®±²¥©¸¨© °¥¶¥¯² ±®±²®¨² ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬. �®§¼¬¨²¥

²¥«¥´®­­³¾ ª­¨£³, ®²ª°®©²¥ ¥�¥ ­  «¾¡®© ±²° ­¨¶¥ ¨ ±¯¨±»¢ ©²¥

¯®¤°¿¤ ¤¢¥ ¯®±«¥¤­¨¥ ¶¨´°» ª ¦¤®£® ²¥«¥´®­­®£® ­®¬¥° , ¯®±² -

¢¨¢ ¯¥°¥¤ ­¨¬¨ À�,Á. �» ¯®«³·¨²¥ ­¥¯«®µ³¾ ¤¢³§­ ·­³¾ ² ¡«¨¶³

±«³· ©­»µ ·¨±¥«. � ·²® ¤¥« ²¼, ¥±«¨ ²°¥¡³¾²±¿ ¤¥±¿²¨§­ ·­»¥

·¨±« ? �®¦ «³©, ²®£¤  ¢ ¬ ­¥ ®¡®©²¨±¼ ¡¥§ ���.
�±«¨ ­¥¬­®£® ¯®¤³¬ ²¼, ²® ± ¬  ¬»±«¼ ® ²®¬, ·²® ��� ¬®¦¥²

£¥­¥°¨°®¢ ²¼ ±«³· ©­»¥ ·¨±« , ¯®ª ¦¥²±¿ ±²° ­­®©. �¥¤¼ ���

° ¡®² ¥² ¯® ¯°¥¤«®¦¥­­®¬³ ¥©  «£®°¨²¬³, ². ¥. ±®¢¥°¸ ¥² ¢ ²®·-

­®±²¨ ²¥ ¤¥©±²¢¨¿, ª®²®°»¥ ²°¥¡³¥² ®² ­¥�¥ ·¥«®¢¥ª. � ª ¦¥ ¢­¥±²¨

¢ ½²¨ ¤¥©±²¢¨¿ ½«¥¬¥­² ±«³· ©­®±²¨?

�  ± ¬®¬ ¤¥«¥ ­¨ª ª®£® ½«¥¬¥­²  ±«³· ©­®±²¨ ¢ ¯°®£° ¬¬¥ £¥-

­¥° ²®°  ±«³· ©­»µ ·¨±¥« ­¥². �°¨­¶¨¯ ¥�¥ ° ¡®²» ±®±²®¨² ¢ ±«¥-

¤³¾¹¥¬. �°¨ ¯¥°¢®¬ ®¡° ¹¥­¨¨ ª ¯°®£° ¬¬¥ ­¥®¡µ®¤¨¬® § ¤ ²¼

­¥ª®²®°®¥ ·¨±«® y0. � ¯®¬®¹¼¾ ±®¢¥°¸¥­­® ®¯°¥¤¥«¥­­®© ¯®±«¥-

¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ¤¥©±²¢¨© ½²® ·¨±«® ¯°¥®¡° §³¥²±¿ ¢ ­®¢®¥ ·¨±«®

y1 = � (y0); (4.1)

£¤¥� | ¢»¡° ­­ ¿ ®¯°¥¤¥«�¥­­»¬ ®¡° §®¬ ´³­ª¶¨¿ ¨«¨ ¯®±«¥¤®-

¢ ²¥«¼­®±²¼ ®¯¥° ¶¨©, ¯°¥®¡° §³¾¹¨µ y0 ¢ y1. �¾ ¨ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿

 «£®°¨²¬ £¥­¥° ¶¨¨ ±«³· ©­»µ ·¨±¥«. � ±¢®¾ ®·¥°¥¤¼ ·¨±«® y1
±«³¦¨² ®±­®¢®© ¤«¿ ¯®«³·¥­¨¿ ±«¥¤³¾¹¥£® ·¨±«  y2 ¯® ²®¬³ ¦¥
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± ¬®¬³ °¥¶¥¯²³:

y2 = � (y1): (4.2)

� §³¬¥¥²±¿, ´³­ª¶¨¿ � ³±²°®¥­  ² ª, ·²® ¢±¥ ·¨±«  y1, y2, � � � ,
yn ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ­¥° ¢¥­±²¢ ¬ 0 6 yn 6 1. �­¨ ¨ ¿¢«¿¾²±¿ ¨±-

ª®¬»¬¨ ±«³· ©­»¬¨ ·¨±« ¬¨.

�¥£ª® ³¡¥¤¨²¼±¿ ¢ ²®¬, ·²® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ·¨±¥«, ¯®«³·¥­-

­ ¿ ² ª¨¬ ®¡° §®¬, ­¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¡¥±ª®­¥·­®©. �¥©±²¢¨²¥«¼­®,

��� ®¯¥°¨°³¥² «¨¸¼ ·¨±« ¬¨, ±®¤¥°¦ ¹¨¬¨ ®¯°¥¤¥«¥­­®¥ ª®-

«¨·¥±²¢® §­ ª®¢ (° §°¿¤®¢). �®«¨·¥±²¢® ² ª¨µ ·¨±¥« ®£° ­¨·¥­®.

(�³¹¥±²¢³¥² ¢±¥£® 102 ¤¢³§­ ·­»µ ·¨±¥« ¨ 10n n-§­ ·­»µ ·¨±¥«.)

�®½²®¬³ ° ­® ¨«¨ ¯®§¤­® ®·¥°�¥¤­®¥ ·¨±«® yn ±®¢¯ ¤ ¥² ± ²¥¬, ª®-

²®°®¥ ³¦¥ ¡»«® ° ­¼¸¥, ­ ¯°¨¬¥°, ± yn�L. �®±«¥ ½²®£® ¢±�¥ ­ ·­�¥²
¯®¢²®°¿²¼±¿: yn+1 ±®¢¯ ¤�¥² ± yn�L+1 ¨ ². ¤.

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ·¨±¥«, ¯®«³· ¥¬ ¿ ± ¯®-

¬®¹¼¾ ´®°¬³« (4.1), (4.2), ­¥¨§¡¥¦­® ®ª §»¢ ¥²±¿ ¯¥°¨®¤¨·¥-

±ª®©. �®½²®¬³ ² ª¨¥ ·¨±«  ­ §»¢ ¾² ­¥ ¨±²¨­­® ±«³· ©­»¬¨,  

¯±¥¢¤®±«³· ©­»¬¨ (². ¥. ª ª ¡» ±«³· ©­»¬¨ ¨«¨ ¯®µ®¦¨¬¨ ­ 

±«³· ©­»¥).

�¤­ ª® ¨¬¨ ¬®¦­® ¯®«¼§®¢ ²¼±¿ ª ª ±«³· ©­»¬¨, ¥±«¨ ª®«¨·¥-

±²¢® ·¨±¥«, ª®²®°®¥ ²°¥¡³¥²±¿ ¤«¿ °¥¸¥­¨¿ ¤ ­­®© § ¤ ·¨, ¬¥­¼-

¸¥, ·¥¬ ¯¥°¨®¤ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ L.

� ±¢®¾ ®·¥°¥¤¼, ¯¥°¨®¤ L ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ª®«¨·¥±²¢®¬ ¤¥±¿²¨·-

­»µ §­ ª®¢, ± ª®²®°»¬ ®¯¥°¨°³¥² ��� (². ¥. ª®«¨·¥±²¢®¬ ¿·¥¥ª

¯ ¬¿²¨, ¯°¥¤®±² ¢«¿¥¬»µ ª ¦¤®¬³ ·¨±«³),   ² ª¦¥ ª ·¥±²¢®¬  «-

£®°¨²¬  (². ¥. ±¢®©±²¢ ¬¨ ´³­ª¶¨¨ � , ´¨£³°¨°³¾¹¥© ¢ ´®°¬³-

« µ (4.1) ¨ (4.2)).
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� §° ¡®² ²¼ µ®°®¸¨© £¥­¥° ²®° ±«³· ©­»µ ·¨±¥« | § ¤ · 

®·¥­¼ ±«®¦­ ¿. �¥­¥° ²®°», ±®±² ¢«¥­­»¥ ­ ³£ ¤, ª ª ¯° ¢¨«®,

®ª §»¢ ¾²±¿ ¯«®µ¨¬¨. �¨¦¥ ° ±±¬®²°¥­» ­¥ª®²®°»¥ ª®­ª°¥²­»¥

£¥­¥° ²®°».
4.4. �¥²®¤ ±¥°¥¤¨­» ª¢ ¤° ² 

�±²®°¨·¥±ª¨ ½²® ¯¥°¢»© ¬¥²®¤ £¥­¥° ¶¨¨ ¯±¥¢¤®±«³· ©­»µ ·¨-

±¥« ­  ���. �­ ¡»« ¯°¥¤«®¦¥­ ¢ 1946 £. ¨§¢¥±²­»¬ ¬ ²¥¬ ²¨-

ª®¬ ´®­ �¥©¬ ­®¬. �¥²®¤ ¯®§¢®«¿¥² £¥­¥°¨°®¢ ²¼ ·¨±«  ± «¾-

¡»¬ ·¨±«®¬ §­ ª®¢, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¬ ¢®§¬®¦­®±²¨ ���. �¥²®¤

®·¥­¼ ¯°®±². �®¯³±²¨¬, ·²® ­³¦­» ·¥²»°�¥µ§­ ·­»¥ ·¨±« . �»¡¨-

° ¥¬ ¯¥°¢®¥ ·¨±«® �0 ¯°®¨§¢®«¼­®. � ¯°¨¬¥°, �0 = 8219. �®§¢®-

¤¨¬ ¥£® ¢ ª¢ ¤° ². �®«³·¨²±¿ ¢®±¼¬¨§­ ·­®¥ ·¨±«® 67551961.

�§¢«¥ª ¥¬ ±°¥¤­¨¥ ¶¨´°»: 5519. �«¥¤³¾¹¨¬ ·¨±«®¬ ¯®±«¥¤®-

¢ ²¥«¼­®±²¨ ¿¢«¿¥²±¿ X1=5519. �®§¢®¤¨¬ ¢ ª¢ ¤° ² 5519, ¯®-

«³· ¥¬ 30459361. �«¥¤³¾¹¥¥ ±«³· ©­®¥ ·¨±«® �2=4593. �±«¨

¯¥°¢»¥ ¨§ ±°¥¤­¨µ ¶¨´° ®ª §»¢ ¾²±¿ ­³«¿¬¨, ²® ¯®«³· ¥²±¿ ·¨-

±«® ± ¬¥­¼¸¨¬ ª®«¨·¥±²¢®¬ §­ ª®¢. � ¯°¨¬¥°, �2
2=21095649,

X3=956. �®§¢®¤¿ ¥£® ¢ ª¢ ¤° ², ­³¦­® ¯®«³·¨²¼ ¢®±¼¬¨§­ ·­®¥

·¨±«®, ¤®¯¨± ¢ ±¯¥°¥¤¨ ­³«¨ X2
3=00913936, ² ª ·²® X4=9139

¨ ². ¤.
�«³· ©­»¥ ·¨±«  yn, ° ¢­®¬¥°­® ° ±¯°¥¤¥«�¥­­»¥ ¢ ¨­²¥°¢ -

«¥ ®² ­³«¿ ¤® ¥¤¨­¨¶», ¯®«³· ¾²±¿ ¨§ ·¨±¥« �n ¯® ´®°¬³«¥

yn =
Xn
1000

, £¤¥ n = 0, 1, 2, 3, : : : , ² ª ·²® y0=0,8219; y1=0,5519;

y2=0,4593 ¨ ². ¤.
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�  ¯¥°¢»© ¢§£«¿¤ ¬¥²®¤ ª ¦¥²±¿ µ®°®¸¨¬. �¤­ ª® ²¹ ²¥«¼­®¥

¨±±«¥¤®¢ ­¨¥ ¯®ª § «®, ·²® ½²® ¤ «¥ª® ­¥ ² ª. �« ¢­»© ­¥¤®±² ²®ª

¬¥²®¤  ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® ¯°¨ ­¥ª®²®°»µ ­ · «¼­»µ ·¨±« µ ¯®-

±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ À§ ¶¨ª«¨¢ ¥²±¿Á. �»¿±­¨«®±¼, ­ ¯°¨¬¥°, ·²® ¢

ª« ±±¥ ·¥²»°�¥µ§­ ·­»µ ·¨±¥« ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ · ±²® § ¢¥°¸ -

¾²±¿ ¶¨ª«®¬ 6100, 2100, 4100, 8100, 6100. �¥°¨®¤ ¶¨ª«  ° ¢¥­

¢±¥£®-­ ¢±¥£® ·¥²»°�¥¬, ·²®, ª®­¥·­®, ­¨ª³¤  ­¥ £®¤¨²±¿.

�³¹¥±²¢³¥² ·¨±«®, ª®²®°®¥ ±° §³ ¦¥ ¢®±¯°®¨§¢®¤¨² ± ¬®¥ ±¥¡¿.

�²® 3792 (37922=14379264). �®±¯°®¨§¢®¤¨² ±¥¡¿ ² ª¦¥ ­³«¼,

¨ ®·¥­¼ · ±²® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨, ¯®«³·¥­­»¥ ¬¥²®¤®¬ ±¥°¥¤¨­»

ª¢ ¤° ² , ¢»°®¦¤ ¾²±¿ ¢ ­³«¼. �®½²®¬³ ¬¥²®¤ ±¥°¥¤¨­» ª¢ ¤° ² 

¯°¥¤±² ¢«¿¥² ¢ ­ ¸¥ ¢°¥¬¿ «¨¸¼ ¨±²®°¨·¥±ª¨© ¨­²¥°¥±.

�¯° ¦­¥­¨¥

1. �®±² ¢¼²¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ·¥²»°�¥µ§­ ·­»µ ·¨±¥«, ­ · ¢

± 0085, 0067, 0032. �®ª ¦¨²¥, ·²® ¢±¥ ®­¨ ¬®­®²®­­® ³¡»-

¢ ¾¹¨¥ (ª ¦¤®¥ ±«¥¤³¾¹¥¥ ·¨±«® ¬¥­¼¸¥ ¯°¥¤»¤³¹¥£®) ¨

¤®¢®«¼­® ¡»±²°® ¢»°®¦¤ ¾²±¿ ¢ ­³«¼.

2. �¥¯¥°¼ ¤®ª ¦¨²¥, ·²® ½²® ®¡¹¨© ­¥¤®±² ²®ª ¬¥²®¤  ±¥°¥¤¨­»

ª¢ ¤° ² : ¥±«¨ ¨±¯®«¼§³¾²±¿ 2n-§­ ·­»¥ ·¨±«  Xi ¨ ¢ ¯®±«¥-

¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ¯®¿¢¨«®±¼ ·¨±«® b, ³ ª®²®°®£® n ±² °¸¨µ ¶¨´°

° ¢­» ­³«¾, ²® ± ½²®£® ¬®¬¥­²  ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ±² ­®¢¨²-

±¿ ¬®­®²®­­® ³¡»¢ ¾¹¥© ¨ ¢ ª®­¶¥ ª®­¶®¢ ¢»°®¦¤ ¥²±¿ ¢

­³«¼.
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4.5. �¨­¥©­»© ª®­£°³½­²­»© ¬¥²®¤

�²®² ¬¥²®¤ ¯®«³·¥­¨¿ ±«³· ©­»µ ·¨±¥« ¢ ­ ±²®¿¹¥¥ ¢°¥¬¿ ±·¨-

² ¥²±¿ ­ ¨«³·¸¨¬. �£® ±³²¼ ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬. �»¡¨° ¾² ·¥²»°¥ ¶¥-

«»µ ¯®«®¦¨²¥«¼­»µ ·¨±« :

1. �­®¦¨²¥«¼ k;

2. �¤¢¨£ ±;

3. �®¤³«¼ m;

4. �¥°¢®¥ ·¨±«® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ �0.
�®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ±«³· ©­»µ ·¨±¥« ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ´®°¬³«®©

Xn+1 = (kXn + ±) mod m; (4.3)

£¤¥ ¨­¤¥ª± n ¯°®¡¥£ ¥² §­ ·¥­¨¿ 0, 1, 2, 3, : : : �¨¬¢®« b mod m

®§­ · ¥² ®±² ²®ª ®² ¤¥«¥­¨¿ ·¨±«  b ­  m. � ¯°¨¬¥°:

b 25 6 30 3 147

m 10 10 10 12 12

b mod m 5 6 0 3 3

�·¥¢¨¤­®, ·²® b mod m < m. �®½²®¬³ ¢±¥ ·¨±«  ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®-

±²¨ �n ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ­¥° ¢¥­±²¢³ �n < m. �®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼

·¨±¥« yn, ° ¢­®¬¥°­® ° ±¯°¥¤¥«�¥­­»µ ¢ ¨­²¥°¢ «¥ ®² ­³«¿ ¤® ¥¤¨-

­¨¶», ¯®«³· ¥²±¿ ¯® ´®°¬³«¥

yn =
Xn

m
; n = 0; 1; 2; : : : (4.4)

� «¥ª® ­¥ «¾¡®© ¢»¡®° ·¥²»°�¥µ ¨±µ®¤­»µ ·¨±¥« ¢¥¤�¥² ª µ®°®-

¸¨¬ °¥§³«¼² ² ¬. � ¬¥²¨¬ ¯°¥¦¤¥ ¢±¥£®, ·²® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼
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·¨±¥« �n ­¥¨§¡¥¦­® ¤®«¦­  ¡»²¼ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª®©, ¯°¨·�¥¬ ¯¥°¨®¤

­¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¡®«¼¸¥, ·¥¬ m. �¥©±²¢¨²¥«¼­®, ² ª ª ª ¢±¥ �n |

¶¥«»¥ ·¨±« , ¯°¨·�¥¬ �n < m, ª®«¨·¥±²¢® ° §«¨·­»µ ·¨±¥« ­¥

¬®¦¥² ¯°¥¢»¸ ²¼ m. �®½²®¬³, ­ ·¨­ ¿ ¯® ª° ©­¥© ¬¥°¥ ± n = m,

¯®¿¢¨²±¿ ·¨±«®, ª®²®°®¥ ³¦¥ ¢±²°¥· «®±¼, ¨ ¢±�¥ ¯®¢²®°¨²±¿ § ­®¢®.

�¤­ ª® ¯®«³·¨²¼ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ± ¬ ª±¨¬ «¼­® ¢®§¬®¦-

­»¬ ¯¥°¨®¤®¬ L = m ¤ «¥ª® ­¥ ¯°®±²®. �±«¨ ¢»¡¨° ²¼ ¨±µ®¤­»¥

·¨±«  ­¥ § ¤³¬ ¢¸¨±¼, ²®, ª ª ¯° ¢¨«®, ¡³¤³² ¯®«³· ²¼±¿ ¯®±«¥-

¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ± ¬ «¥­¼ª¨¬ ¯¥°¨®¤®¬.

�¯° ¦­¥­¨¥

3. � ¯¨¸¨²¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ·¨±¥« �n, ±«¥¤³¾¹³¾ ¨§ ´®°-

¬³«» (4.3) ± k = 3, ± = 0, �0 = 5, m = 20.

4. � ¯¨¸¨²¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ·¨±¥« �n, ±«¥¤³¾¹³¾ ¨§ ´®°-

¬³«» (4.3) ± k = 3, ± = 1, �0 = 5, m = 20.

5. � ¯¨¸¨²¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ·¨±¥« �n, ±«¥¤³¾¹³¾ ¨§ ´®°-

¬³«» (4.3) ± k = 3, ± = 2, �0 = 5, m = 20. �¡¥¤¨²¥±¼

¢ ²®¬, ·²® ¢® ¢±¥µ ²°�¥µ ±«³· ¿µ ¯¥°¨®¤ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨

±³¹¥±²¢¥­­® ¬¥­¼¸¥, ·¥¬ 20. � §¡¥°¨²¥ ¤°³£¨¥ ¯°¨¬¥°».

�®ª § ­  ±«¥¤³¾¹ ¿ ²¥®°¥¬ . �±«¨ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼

®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ´op¬³«®© (4.3) ± c 6= 0, ²® ¥�¥ ¯¥°¨®¤ ° ¢¥­ m

²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¢»¯®«­¥­» ±«¥¤³¾¹¨¥ ³±«®¢¨¿:

 ) ± ¨ m | ¢§ ¨¬­® ¯°®±²»¥ ·¨±«  (­¥ ¨¬¥¾² ®¡¹¨µ ¤¥«¨²¥-

«¥©, ª°®¬¥ ¥¤¨­¨¶»);
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¡) b = k � 1 ª° ²­® p ¤«¿ «¾¡®£® ¯°®±²®£® ·¨±«  p, ¿¢«¿¾-

¹¥£®±¿ ¤¥«¨²¥«¥¬ m;

¢) b ª° ²­® 4, ¥±«¨m ª° ²­® 4. � ±®¦ «¥­¨¾, ¤®ª § ²¥«¼±²¢®

½²®© ²¥®°¥¬» ±«¨¸ª®¬ ±«®¦­®, ·²®¡» ¥£® §¤¥±¼ ¯°¨¢®¤¨²¼.

6. �¡¥¤¨²¥±¼ ¢ ²®¬, ·²® ¢® ¢±¥µ ¯°¨¬¥° µ, ¯°¨¢¥¤�¥­­»µ ¢ ³¯° ¦-

­¥­¨¿µ 3{5, ³±«®¢¨¿, ¤¨ª²³¥¬»¥ ±´®°¬³«¨°®¢ ­­®© ¢»¸¥ ²¥-

®°¥¬®©, ­¥ ¢»¯®«­¿«¨±¼.

7. �¡¥¤¨²¥±¼ ¢ ²®¬, ·²® ­ ¡®° ·¨±¥« k = 11, ± = 3, m = 5

³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³±«®¢¨¿¬ ²¥®°¥¬» ¨ ¯°¨ ¢±¥µ �0 ¤ �¥² ¯¥°¨®¤

L = 5.

�² ª, ·²®¡» ¯®«³·¨²¼ £¥­¥° ²®° ± ¬ ª±¨¬ «¼­® ¢®§¬®¦­»¬ ¯¥-

°¨®¤®¬ L, ­³¦­® ¢§¿²¼ ¢ ª ·¥±²¢¥ m ± ¬®¥ ¡®«¼¸®¥ ·¨±«®, ± ª®²®-

°»¬ ¬®¦¥² ®¯¥°¨°®¢ ²¼ ¤ ­­ ¿ ���, ¨ ¢»¡° ²¼ ®±² «¼­»¥ ·¨±« 

¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± ¯°¨¢¥¤�¥­­®© ¢»¸¥ ²¥®°¥¬®©.

�¤­ ª® ¯¥°¨®¤ | ­¥ ¥¤¨­±²¢¥­­»© ¯®ª § ²¥«¼ ª ·¥±²¢  ±«³· ©-

­®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨. � ±±¬®²°¨¬, ­ ¯°¨¬¥°, ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼-

­®±²¼, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹³¾ k = ± = 1. �­  ¨¬¥¥² ¢¨¤ 0, 1, 2, 3, : : : ,

m � 1, 0, 1, 2, 3, : : : , m � 1, 0, : : : ��¥ ¯¥°¨®¤ ° ¢¥­ m, ­® ½²®

­¨ª³¤  ­¥ £®¤­ ¿ ±«³· ©­ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼.

� §° ¡®² ­  ±«®¦­ ¿ ±¨±²¥¬  ²¥±²®¢, ª®²®° ¿ ¯®§¢®«¿¥² ®¯°¥-

¤¥«¨²¼ ª ·¥±²¢  £¥­¥° ²®°  ±«³· ©­»µ ·¨±¥«. �®½²®¬³ °¥ª®¬¥­-

¤³¥²±¿ ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ²®«¼ª® ¯°®¢¥°¥­­»¥ £¥­¥° ²®°».

�°¨ ¢»¡®°¥ £¥­¥° ²®°  ±¢®©±²¢  ��� ¢ ¦­» ­¥ ²®«¼ª® ¤«¿

²®£®, ·²®¡» ¢»¡° ²¼ ¬ ª±¨¬ «¼­® ¢®§¬®¦­»© ¯¥°¨®¤. �² ¢»¡®° 

¨±µ®¤­»µ ·¨±¥« § ¢¨±¨² ¨ ±ª®°®±²¼ £¥­¥° ¶¨¨ ±«³· ©­»µ ·¨±¥«.
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�°¨ ½²®¬ ®ª §»¢ ¥²±¿, ·²® ¤«¿ ��� ° §­»µ ª®­±²°³ª¶¨© ®¯²¨-

¬ «¼­»¬¨ ¿¢«¿¾²±¿ ° §­»¥ £¥­¥° ²®°».

�°®£° ¬¬», ° ¡®² ¾¹¨¥ ¯® ¬¥²®¤³ �®­²¥-� °«®, · ±²®

¢ª«¾· ¾² ¢ ±¥¡¿ ®£°®¬­®¥ ª®«¨·¥±²¢® ®¡° ¹¥­¨© ª £¥­¥° ²®°³

±«³· ©­»µ ·¨±¥« (¤¥±¿²ª¨ ¨ ±®²­¨ ¬¨««¨®­®¢ ° §). �®½²®¬³ ¡»-

±²°®¤¥©±²¢¨¥ | ®¤­® ¨§ ¢ ¦­¥©¸¨µ ª ·¥±²¢ £¥­¥° ²®° .

�«¿ ��� ¬ °ª¨ ����-6 °¥ª®¬¥­¤³¥²±¿ £¥­¥° ²®° ± k = 517,

± = 0, m = 240 ¨ ­¥·�¥²­»¬¨ §­ ·¥­¨¿¬¨ �0. �²®² ­ ¡®° ·¨±¥« ­¥

³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ²°¥¡®¢ ­¨¿¬ ¯°¨¢¥¤�¥­­®© ¢»¸¥ ²¥®°¥¬» (± = 0),

¨ ¯¥°¨®¤ ² ª®£® £¥­¥° ²®°  ¬¥­¼¸¥, ·¥¬ m. �¤­ ª® ¤«¿ £¥­¥° -

²®°®¢ ± ± = 0 ¤®ª § ­  ¤°³£ ¿ ²¥®°¥¬ , ±®£« ±­® ª®²®°®© ¯¥°¨®¤

°¥ª®¬¥­¤®¢ ­­®£® £¥­¥° ²®°  ° ¢¥­ 238 � 2; 75� 1011.
4.6. �¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¯®°®£  ¯°®²¥ª ­¨¿ ¬¥²®¤®¬

�®­²¥-� °«® ­  ���. � ±¯°¥¤¥«¥­¨¥

¡«®ª¨°®¢ ­­»µ ¨ ­¥¡«®ª¨°®¢ ­­»µ ³§«®¢

�¥¯¥°¼ ¡³¤¥² ¯®¤°®¡­® ®¯¨± ­  ¯°®£° ¬¬ , ¯® ª®²®°®© ° ¡®-

² ¥² ��� ¯°¨ ®¯°¥¤¥«¥­¨¨ ¯®°®£  ¯°®²¥ª ­¨¿ ¯® ¬¥²®¤³ �®­²¥-

� °«®. � ¬¥²¨¬, ·²® ½²  ¯°®£° ¬¬  ¤ «¥ª® ­¥ ¥¤¨­±²¢¥­­ ¿. �®«¥¥

²®£®, ª ¦¤ ¿ £°³¯¯  ¨±±«¥¤®¢ ²¥«¥©, § ­¨¬ ¾¹ ¿±¿ ½²¨¬¨ ¢®¯°®-

± ¬¨, ¯°¥¤¯®·¨² ¥² ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ±®¡±²¢¥­­³¾ ¯°®£° ¬¬³, ¢ ²®©

¨«¨ ¨­®© ¬¥°¥ ®²«¨· ¾¹³¾±¿ ®² ¤°³£¨µ. �²® ±¢¿§ ­® ®²· ±²¨ ±

®±®¡¥­­®±²¿¬¨ ° §«¨·­»µ ���,   ®²· ±²¨ ¯°®±²® ± ¨­¤¨¢¨¤³ «¼-

­»¬ ®¯»²®¬ ¯°®£° ¬¬¨±²®¢.

�¥·¼ ¨¤�¥² ® § ¤ ·¥ ³§«®¢, ¯°¨·�¥¬ ¤«¿ ¯°®±²®²» ° ±±¬ ²°¨¢ ¥²-

±¿ ²®«¼ª® ¯«®±ª ¿ ª¢ ¤° ²­ ¿ °¥¸�¥²ª . �¯°®·¥¬, ª ª ¡³¤¥² ¢¨¤­®
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¨§ ¤ «¼­¥©¸¥£®, ®¡®¡¹¥­¨¥ ¬¥²®¤  ­  «¾¡³¾ °¥¸�¥²ª³ «¾¡®© ° §-

¬¥°­®±²¨ ­¥ ±®±² ¢«¿¥² ²°³¤ .

�®¯³±²¨¬, ·²® ­³¦­® ¨§³·¨²¼ ¯°®²¥ª ­¨¥ ¢ ª¢ ¤° ²¥, ®¤­  ±²®-

°®­  ª®²®°®£® ±®¤¥°¦¨² L ³§«®¢, ² ª ·²® ¯®«­®¥ ·¨±«® ³§«®¢

N = L2. � ±±²®¿­¨¥ ¬¥¦¤³ ³§« ¬¨ ¯°¨­¨¬ ¥¬ ° ¢­»¬ ¥¤¨­¨-

¶¥,   ³§«» µ ° ª²¥°¨§³¥¬ ª®®°¤¨­ ² ¬¨ � ¨ Y . � ¯°¨¬¥°, ³§¥« ±

ª®®°¤¨­ ² ¬¨� = 9, Y = 25 | ½²® ³§¥«, ­ µ®¤¿¹¨©±¿ ¢ ¤¥¢¿²®¬

±«¥¢  ±²®«¡¶¥ ¨ ¢ ¤¢ ¤¶ ²¼ ¯¿²®¬ °¿¤³ ±­¨§³.

�²®¡» ¨§³·¨²¼ ¯°®²¥ª ­¨¥, ­³¦­® § ¤ ²¼, ª ª®© ³§¥« ¡«®ª¨°®-

¢ ­,   ª ª®© ­¥², ¨ ¨¬¥²¼ ¢®§¬®¦­®±²¼ ¨§¬¥­¿²¼ ·¨±«® ¡«®ª¨°®-

¢ ­­»µ ³§«®¢, ·²®¡» ¯°®µ®¤¨²¼ ·¥°¥§ ¯®°®£ ¯°®²¥ª ­¨¿. �«¿ ½²®£®

±­ · «  ª ¦¤®¬³ ³§«³ ¯°¨¯¨±»¢ ¥²±¿ ­¥ª®²®°®¥ ·¨±«® V . � ª ª ª

³§¥« µ ° ª²¥°¨§³¥²±¿ ¤¢³¬¿ ª®®°¤¨­ ² ¬¨ � ¨ � ,²® ½²® ° ¢­®-

±¨«¼­® ²®¬³, ·²® ¢¢®¤¨²±¿ ´³­ª¶¨¿ ¤¢³µ ¯¥°¥¬¥­­»µ V (X; Y ),

 °£³¬¥­²» ª®²®°®© � ¨ Y ¯°®¡¥£ ¾² ­¥ ¢±¥ §­ ·¥­¨¿,   ¬®£³²

¡»²¼ «¨¸¼ ¶¥«»¬¨ ·¨±« ¬¨ ¢ ¨­²¥°¢ «¥ ®² 1 ¤® L. � ¯°®£° ¬¬¨-

°®¢ ­¨¨ ² ª³¾ ´³­ª¶¨¾ ­ §»¢ ¾² ¤¢³¬¥°­»¬ ¬ ±±¨¢®¬,   §­ ·¥-

­¨¿, ª®²®°»¥ ®­  ¯°¨­¨¬ ¥², ­ §»¢ ¾² ½«¥¬¥­² ¬¨ ½²®£® ¬ ±±¨¢ .

� ¯°¨¬¥°, ½«¥¬¥­² ¬ ±±¨¢  V (31; 97) ¥±²¼ ­¥ª®²®°®¥ ·¨±«®, ®²-

­®±¿¹¥¥±¿ ª ³§«³ ± ª®®°¤¨­ ² ¬¨ X = 31, Y = 97. � ±±¨¢ V

¨¬¥¥² ¢±¥£® L � L = N ½«¥¬¥­²®¢, ¨ ¢ ¯ ¬¿²¨ ��� ­³¦­® § °¥-

§¥°¢¨°®¢ ²¼ ¬¥±²®, ­¥®¡µ®¤¨¬®¥ ¤«¿ § ¯¨±¨ N ·¨±¥«.

�°®£° ¬¬  ­ ·¨­ ¥²±¿ ± ¢»° ¡®²ª¨ ½²®£® ¬ ±±¨¢ . �£® ½«¥¬¥­-

² ¬¨ ¿¢«¿¾²±¿ ±«³· ©­»¥ ·¨±« , ° ¢­®¬¥°­® ° ±¯°¥¤¥«�¥­­»¥ ®²

­³«¿ ¤® ¥¤¨­¨¶». �¥­¥° ²®° ±«³· ©­»µ ·¨±¥« ¤ �¥² ·¨±«® ³, ¨ ½²®

·¨±«® ¯°¨±¢ ¨¢ ¥²±¿ ½«¥¬¥­²³ ¬ ±±¨¢  V (1; 1). �²® §­ ·¨², ·²®

®­® § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ¢ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© ¿·¥©ª¥ ¯ ¬¿²¨ ��� ¨, ­ ·¨-
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­ ¿ ± ½²®£® ¬®¬¥­² , ��� À¯®¬­¨²Á, ·²® V (1; 1) = ³. �«¥¤³¾¹¥¥

·¨±«®, ª®²®°®¥ ¤ �¥² £¥­¥° ²®°, ¯°¨±¢ ¨¢ ¥²±¿ ½«¥¬¥­²³ V (1; 2)

¨ ². ¤. � ª ¢»° ¡ ²»¢ ¾²±¿ ¢±¥ ½«¥¬¥­²» ¬ ±±¨¢  V .

� «¥¥ ¢»° ¡ ²»¢ ¥²±¿ ¢²®°®© ¤¢³¬¥°­»© ¬ ±±¨¢, ª®²®°»© ¡³-

¤¥² ®¡®§­ ·¥­ ·¥°¥§ �. �«¥¬¥­²» ½²®£® ¬ ±±¨¢  ¿¢«¿¾²±¿ ­³«¿¬¨

¨ ¥¤¨­¨¶ ¬¨, ¯°¨·�¥¬ ¥±«¨, ­ ¯°¨¬¥°, �(25; 16) = 0, ²® ½²® §­ -

·¨², ·²® ³§¥« ± ª®®°¤¨­ ² ¬¨ � = 25, Y = 16 ¡«®ª¨°®¢ ­,   ¥±«¨

�(25; 16) = 1, ²® ³§¥« ­¥¡«®ª¨°®¢ ­. �«¿ ¢»° ¡®²ª¨ ¬ ±±¨¢ 

� ¨±¯®«¼§³¥²±¿ ¬ ±±¨¢ V ¨ ­¥ª®²®°®¥ ·¨±«® t, «¥¦ ¹¥¥ ¢ ¨­²¥°-

¢ «¥ ®² ­³«¿ ¤® ¥¤¨­¨¶». �§¬¥­¿¿ ·¨±«® t, ¬®¦­® ¬¥­¿²¼ ·¨±«®

¡«®ª¨°®¢ ­­»µ ³§«®¢.

� ±±¨¢ � ¯®«³· ¥²±¿ ¯® ±«¥¤³¾¹¥¬³ ¯° ¢¨«³. �®§¼¬�¥¬ ³§¥«

± ª®®°¤¨­ ² ¬¨ � ¨ Y . �±«¨ V (X; Y ) 6 t, ²® �(X; Y ) = 1,

¥±«¨ V (X; Y ) > t, ²® �(X; Y ) = 0. � ¯¥°¢®¬ ±«³· ¥ ³§¥« ±

ª®®°¤¨­ ² ¬¨ � ¨ Y ±·¨² ¥²±¿ ­¥¡«®ª¨°®¢ ­­»¬, ¢® ¢²®°®¬ |

¡«®ª¨°®¢ ­­»¬. � ª ª ª ¢¥«¨·¨­» V ° ¢­®¬¥°­® ° ±¯°¥¤¥«¥­»

¢ ¨­²¥°¢ «¥ ®² ­³«¿ ¤® ¥¤¨­¨¶», ²®, ¯®« £ ¿ t ¡«¨§ª¨¬ ª ­³«¾,

¯®«³·¨¬, ·²® ¯®·²¨ ¢±¥ ³§«» ¡«®ª¨°®¢ ­». � ­ ®¡®°®², ¥±«¨ t

¡«¨§ª® ª ¥¤¨­¨¶¥, ²® ¯®·²¨ ¢±¥ ³§«» ­¥¡«®ª¨°®¢ ­». �°¨ t =
1
2
·¨±«® ¡«®ª¨°®¢ ­­»µ ¨ ­¥¡«®ª¨°®¢ ­­»µ ³§«®¢ ¤®«¦­® ¡»²¼

¯°¨¬¥°­® ®¤¨­ ª®¢»¬.

�®«¼§³¿±¼ ´³­ª¶¨¥© ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ±«³· ©­»µ ·¨±¥«, ª®²®°»¥

¤ �¥² £¥­¥° ²®°, ¬®¦­® ±¢¿§ ²¼ ·¨±«® t ±® ±°¥¤­¥© ¤®«¥© ­¥¡«®-

ª¨°®¢ ­­»µ ³§«®¢ µ, ª®²®° ¿ ¯®«³· ¥²±¿ ¢ °¥§³«¼² ²¥ ®¯¨± ­­®©

¢»¸¥ ¯°®¶¥¤³°». �ª §»¢ ¥²±¿ (±¬. ³¯°. 8), ·²® t = µ. �²® ° ¢¥­-

±²¢®, ®¤­ ª®, ±¯° ¢¥¤«¨¢®, ¥±«¨ ¢§¿²¼ ®·¥­¼ ¡®«¼¸®¥ ·¨±«® ³§«®¢

N ¨«¨ ¥±«¨ ¢»° ¡®² ²¼ ¬­®£® ¬ ±±¨¢®¢ � ± ®¤­¨¬ ¨ ²¥¬ ¦¥ t,
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  § ²¥¬ ³±°¥¤­¨²¼ ¯®«³·¥­­»¥ ¢ ª ¦¤®¬ ¬ ±±¨¢¥ ¤®«¨ ­¥¡«®ª¨-

°®¢ ­­»µ ³§«®¢. �«¿ ª ¦¤®£® ª®­ª°¥²­®£® ¬ ±±¨¢  ½²® ° ¢¥­±²¢®

¬®¦¥² ±«¥£ª  ­ °³¸ ²¼±¿ ¢ ²³ ¨«¨ ¨­³¾ ±²®°®­³, ¯°¨·�¥¬ ·¥¬ ¡®«¼-

¸¥ N , ²¥¬ ²®·­¥¥ ®­® ¢»¯®«­¿¥²±¿.

�² ª, ¢ ¯ ¬¿²¨ ��� § ¯¨± ­ ¬ ±±¨¢ V ,   ¨§ ­¥£® ¬®¦­® ¯®-

«³·¨²¼ ¬ ±±¨¢ �, ®¯¨±»¢ ¾¹¨©, ª ª®© ³§¥« ¡«®ª¨°®¢ ­,   ª ª®©

­¥². �¨¤ ¬ ±±¨¢  � °¥£³«¨°³¥²±¿ ·¨±«®¬ t, ª®²®°®¥ ¯°¨¬¥°­® ±®-

¢¯ ¤ ¥² ± ¤®«¥© ­¥¡«®ª¨°®¢ ­­»µ ³§«®¢, ¯®«³· ¥¬»µ ¢ ½²®¬ ¬ ±-

±¨¢¥. �« ¢­® ¬¥­¿¿ t, ¬®¦­® ¯®«³·¨²¼ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¡«®ª¨°®-

¢ ­­»µ ¨ ­¥¡«®ª¨°®¢ ­­»µ ³§«®¢ ± ¯« ¢­® ¬¥­¿¾¹¥©±¿ ª®­¶¥­-

²° ¶¨¥© ­¥¡«®ª¨°®¢ ­­»µ ³§«®¢ µ.

�¯° ¦­¥­¨¥

8. �®ª ¦¨²¥, ·²® ±°¥¤­¿¿ ¤®«¿ µ ­¥¡«®ª¨°®¢ ­­»µ ³§«®¢ ¢ ¬ ±-

±¨¢¥ � ° ¢­  t.
4.7. �®¨±ª ¯³²¥© ¯°®²¥ª ­¨¿

�®¯³±²¨¬, ·²® ±®±² ¢«¥­ ¬ ±±¨¢ V , § ¤ ­® ·¨±«® t ¨ ­ ©¤¥­ ¬ ±±¨¢

�, ±®¤¥°¦ ¹¨© ®¯°¥¤¥«¥­­³¾ ¤®«¾ ­¥¡«®ª¨°®¢ ­­»µ ³§«®¢.

�¥¯¥°¼ ��� ²®·­® §­ ¥², ª ª®© ³§¥« ¡«®ª¨°®¢ ­,   ª ª®© ­¥²,

¨ ­ ·¨­ ¥²±¿ ¢²®°®© ½² ¯ ¯°®£° ¬¬» | ¯®¨±ª ¯³²¥© ¯°®²¥ª ­¨¿.

�®¯³±²¨¬, ·²® ¨§³· ¥²±¿ ¯°®²¥ª ­¨¥ ±«¥¢  ­ ¯° ¢®. �°¥¦¤¥ ¢±¥£®

¢±¥ ¥¤¨­¨¶», ­ µ®¤¿¹¨¥±¿ ¢ ± ¬®¬ «¥¢®¬ ±²®«¡¶¥ (X = 1), ¯¥-

°¥¨¬¥­®¢»¢ ¾²±¿ ¢ ¤¢®©ª¨. �¥°¥¨¬¥­®¢ ­¨¥ ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²®

¢ ¿·¥©ª¥ ¯ ¬¿²¨, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© ¤ ­­®¬³ ½«¥¬¥­²³ ¬ ±±¨¢  �,
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±²¨° ¥²±¿ ¥¤¨­¨¶  ¨ § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ¤¢®©ª . � ¯ ¬¿²¨ ��� ±®±² -

¢«¿¥²±¿ ±¯¨±®ª ª®®°¤¨­ ² ³§«®¢, ¯¥°¥¨¬¥­®¢ ­­»µ ¢ ¤¢®©ª¨. � -

²¥¬ ��� ¨§³· ¥² ª ¦¤»© ³§¥« ½²®£® ±¯¨±ª . �­  ¢»·¨±«¿¥², ª ª¨¥

³§«» ¿¢«¿¾²±¿ ¡«¨¦ ©¸¨¬¨ ±®±¥¤¿¬¨ ¨§³· ¥¬®£® ³§« , ¨ § ¯° -

¸¨¢ ¥² ³ ¬ ±±¨¢  � ±¢¥¤¥­¨¿ ®²­®±¨²¥«¼­® ½²¨µ ±®±¥¤¥©. �±«¨

¡«¨¦ ©¸¨© ±®±¥¤ ®ª § «±¿ ¥¤¨­¨¶¥©, ²® ®­ ¯¥°¥¨¬¥­®¢»¢ ¥²±¿ ¢

¤¢®©ª³,   ¥£® ª®®°¤¨­ ²» § ­®±¿²±¿ ¢ ­®¢»© ±¯¨±®ª. �® ®ª®­· -

­¨¾ ¨§³·¥­¨¿ ¯¥°¢®£® ±¯¨±ª  ¢ ¯ ¬¿²¨ ��� ®ª §»¢ ¥²±¿ ±¯¨±®ª

¤¢®¥ª À¢²®°®£® ¯®ª®«¥­¨¿Á, ². ¥. ±¯¨±®ª ¥¤¨­¨¶, ¯¥°¥¨¬¥­®¢ ­-

­»µ ¢ ¤¢®©ª¨, ¡« £®¤ °¿ ²®¬³, ·²® ®­¨ ­ µ®¤¨«¨±¼ ¢ ª®­² ª²¥ ±

¤¢®©ª ¬¨ ¯¥°¢®£® ¯®ª®«¥­¨¿.

� ¶¥«¿µ ½ª®­®¬¨¨ ¯ ¬¿²¨ ��� ­  ½²®¬ ½² ¯¥ ¯¥°¢»© ±¯¨±®ª

±²¨° ¥²±¿| ®­ ¡®«¼¸¥ ­¥ ­³¦¥­,   ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ¿·¥©ª¨ ¯ ¬¿-

²¨ ®±¢®¡®¦¤ ¾²±¿. � ¸¨­  ¯¥°¥µ®¤¨² ª ¨§³·¥­¨¾ ¢²®°®£® ±¯¨±ª 

¨ ®¡° §®¢ ­¨¾ ±¯¨±ª  ¤¢®¥ª ²°¥²¼¥£® ¯®ª®«¥­¨¿. �® ®ª®­· ­¨¾

±²¨° ¥²±¿ ¢²®°®© ±¯¨±®ª ¨ ­ ·¨­ ¥²±¿ ¨§³·¥­¨¥ ²°¥²¼¥£®. �­® ±®-

¯°®¢®¦¤ ¥²±¿ ±®±² ¢«¥­¨¥¬ ·¥²¢�¥°²®£® ±¯¨±ª  ¨ ². ¤.

� µ®¤¥ ½²®£® ¯°®¶¥±±  ·¨±«® ¤¢®¥ª ¢ ¬ ±±¨¢¥ � ³¢¥«¨·¨¢ ¥²-

±¿. �¢®©ª¨ | ½²® ­¥¡«®ª¨°®¢ ­­»¥ ³§«», ±¢¿§ ­­»¥ ¯³²�¥¬ ¯°®-

²¥ª ­¨¿ ± ª ª¨¬-«¨¡® ­¥¡«®ª¨°®¢ ­­»¬ ³§«®¬ ª° ©­¥£® «¥¢®£®

±²®«¡¶ , ². ¥. ¤¢®©ª ¬¨ ®²¬¥· ¾²±¿ ¯³²¨ ¯°®²¥ª ­¨¿.

�°®¶¥±± ¯®¨±ª  ¯³²¥© ¯°®²¥ª ­¨¿ ¯°¥ª° ¹ ¥²±¿ ¢ ¤¢³µ ±«³· -

¿µ:

1. �  ¯° ¢®© ±²®°®­¥ ª¢ ¤° ²  ¯®¿¢¨« ±¼ µ®²¿ ¡» ®¤­  ¤¢®©-

ª . ��� ´¨ª±¨°³¥², ·²® ¯°¨ ¤ ­­®¬ §­ ·¥­¨¨ t ¯°®²¥ª ­¨¥

±³¹¥±²¢³¥².
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2. �  ¯° ¢®© ±²®°®­¥ ª¢ ¤° ²  ¤¢®¥ª ­¥², ¨ ¨§³·¥­¨¥ ®·¥°¥¤­®£®

±¯¨±ª  ­¥ ¯°¨¢¥«® ª ®¡° §®¢ ­¨¾ ­¨ ®¤­®© ­®¢®© ¤¢®©ª¨. �²®

§­ ·¨², ·²® ¢±¥ ¯³²¨ ¯®°¢ «¨±¼, ¨ ¯°¨ ¤ ­­®¬ t ¯°®²¥ª ­¨¿

­¥².
4.8. �¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¯®°®£ 

�®¯³±²¨¬, ·²® ¯°¨ ¤ ­­®¬ t ¯°®²¥ª ­¨¥ ±³¹¥±²¢³¥². �®£¤  ���

³¬¥­¼¸ ¥² t ¨, ¨±¯®«¼§³¿ ²®² ¦¥ ± ¬»© ¬ ±±¨¢ V , ­ µ®¤¨² ­®¢»©

¬ ±±¨¢ � ± ³¬¥­¼¸¥­­»¬ ·¨±«®¬ ­¥¡«®ª¨°®¢ ­­»µ ³§«®¢. �­®-

¢  ¯°®¨±µ®¤¨² ¯®¨±ª ¯³²¥© ¯°®²¥ª ­¨¿. �±«¨ ®¯¿²¼ ´¨ª±¨°³¥²±¿

¯°®²¥ª ­¨¥, ²® ·¨±«® t ¥¹�¥ ³¬¥­¼¸ ¥²±¿ ¨ ² ª ¯°®¨±µ®¤¨² ¤® ²¥µ

¯®°, ¯®ª  ¯°¨ ­¥ª®²®°®¬ t ­¥ ®¡­ °³¦¨¢ ¥²±¿ ®²±³²±²¢¨¥ ¯°®²¥-

ª ­¨¿. �®£¤  ¨­²¥°¢ « ¬¥¦¤³ ½²¨¬ §­ ·¥­¨¥¬ t ¨ ¬¨­¨¬ «¼­»¬

§­ ·¥­¨¥¬, ¯°¨ ª®²®°®¬ ¯°®²¥ª ­¨¥ ¥¹�¥ ¡»«®, ¤¥«¨²±¿ ¯®¯®« ¬,

¨ ¯°¨ ½²®¬ ¯°®¬¥¦³²®·­®¬ §­ ·¥­¨¨ t ¯°®¨§¢®¤¨²±¿ ¯®¨±ª ¯³²¥©

¯°®²¥ª ­¨¿. �±«¨ ²¥¯¥°¼ ®ª §»¢ ¥²±¿, ·²® ¯°®²¥ª ­¨¿ ­¥², ²® ¨­-

²¥°¢ « ¬¥¦¤³ ½²¨¬ ¯®±«¥¤­¨¬ §­ ·¥­¨¥¬ ¨ ¬¨­¨¬ «¼­»¬ §­ ·¥­¨-

¥¬, ¯°¨ ª®²®°®¬ ¯°®²¥ª ­¨¥ ¥±²¼, ±­®¢  ¤¥«¨²±¿ ¯®¯®« ¬. �±«¨ ¦¥

¯°®²¥ª ­¨¥ ¥±²¼, ²® ¯®¯®« ¬ ¤¥«¨²±¿ ¨­²¥°¢ « ¬¥¦¤³ ¯®±«¥¤­¨¬

§­ ·¥­¨¥¬ t ¨ ²¥¬ §­ ·¥­¨¥¬, ¯°¨ ª®²®°®¬ ¯°®²¥ª ­¨¿ ­¥ ¡»«®.
� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯®°®£ ¯°®²¥ª ­¨¿ ¡¥°�¥²±¿ À¢ ¢¨«ª³Á, ª®²®°³¾

¬®¦­® ±ª®«¼ ³£®¤­® ±³¦ ²¼. �±«¨ ¯°¨ ¯¥°¢®¬ ¢»¡° ­­®¬ §­ ·¥­¨¨

t ¯°®²¥ª ­¨¿ ­¥ ¡»«®, ²® ­³¦­® ³¢¥«¨·¨¢ ²¼ t ¤® ²¥µ ¯®°, ¯®ª 

®­® ­¥ ¢®§­¨ª­¥²,   ¯®²®¬ ±­®¢  ¤¥« ²¼ À¢¨«ª³Á. � ª®© ¬¥²®¤ ¯®-

§¢®«¿¥² ­ ©²¨ §­ ·¥­¨¥ t, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ¯®°®£³ ¯°®²¥ª ­¨¿ ±

«¾¡®© ±²¥¯¥­¼¾ ²®·­®±²¨. �°¨ ½²®¬ §­ ·¥­¨¨ t ¢»·¨±«¿¥²±¿ ¤®«¿
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­¥¡«®ª¨°®¢ ­­»µ ³§«®¢ µ, ª®²®° ¿, ª ª ³¦¥ £®¢®°¨«®±¼, ¡«¨§ª  ª

§­ ·¥­¨¾ t, ­® ­¥ ®¡¿§ ²¥«¼­® ¥¬³ ° ¢­ . �²® §­ ·¥­¨¥ µ ¨ ®¡º-

¿¢«¿¥²±¿ ¯®°®£®¬ ¯°®²¥ª ­¨¿, ¯®«³·¥­­»¬ ¢ ¤ ­­®¬ ®¯»²¥. � 

°¨±. 4.2 ¯®ª § ­ ¯¥°¢»© ¯³²¼ ¯°®²¥ª ­¨¿ ±«¥¢  ­ ¯° ¢®, ¯®¿¢¨¢-

¸¨©±¿ ¢ ª¢ ¤° ²¥ 30� 30.

�¨±. 4.2. � °²¨­  ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ­³«¥©, ¥¤¨­¨¶ ¨ ¤¢®¥ª ¢ ¬®¬¥­² ¢®§­¨ª­®-
¢¥­¨¿ ¯°®²¥ª ­¨¿. �®ª § ­ ¯³²¼, ¯® ª®²®°®¬³ ¤¢®©ª¨ "¯°®±®·¨«¨±¼" ± «¥¢®©
±²®°®­» ª¢ ¤° ²  ­  ¯° ¢³¾. � ¤ ­­®¬ ±«³· ¥ ��� ­¥ ¯°¥ª° ²¨«  ° ¡®²³ ¯°¨
¯®¿¢«¥­¨¨ ¯¥°¢®© ¤¢®©ª¨ ­  ¯° ¢®© ±²®°®­¥ ª¢ ¤° ² ,   ¯°®¤®«¦ «  ¥�¥, ¯®ª 
­¥ ¯¥°¥±² «¨ ¯®¿¢«¿²¼±¿ ­®¢»¥ ¤¢®©ª¨.

� ²¥¬ ¯°®¨§¢®¤¨²±¿ ¬­®£® ¨¤¥­²¨·­»µ ®¯»²®¢, ¨±¯®«¼§³¾¹¨µ

° §­»¥ ­ ¡®°» ±«³· ©­»µ ·¨±¥« ¢ ¬ ±±¨¢¥ V . �²® ±®®²¢¥²±²¢³¥²

¨§¬¥­¥­¨¾ ±«³· ©­®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ¡«®ª¨°®¢ ­­»µ ³§«®¢ ¢

½ª±¯¥°¨¬¥­²¥ ± ½ª° ­­®© ±¥²ª®©. �¥§³«¼² ²» ½²¨µ ®¯»²®¢ ¯®§¢®«¿-

¾² ­ ©²¨ ±°¥¤­¥¥ §­ ·¥­¨¥ ¯®°®£  ¯°®²¥ª ­¨¿ xc(N) ¯°¨ § ¤ ­-
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­®¬ ·¨±«¥ ³§«®¢ N . (�«¿ ½²®£® ­³¦­® ¯°®±²® ±«®¦¨²¼ ¢±¥ ¯®«³-

·¥­­»¥ §­ ·¥­¨¿ ¯®°®£®¢ ¨ ¯®¤¥«¨²¼ ­  ·¨±«® ®¯»²®¢.) �«¿ ­ µ®-

¦¤¥­¨¿ ¨±²¨­­®£® ¯®°®£  ¯°®²¥ª ­¨¿ xc = limN!1 xc(N) ­³¦­®

¬¥­¿²¼ ·¨±«® ³§«®¢ ¢ ª¢ ¤° ²¥ N ¨ ¯®«³· ²¼ § ¢¨±¨¬®±²¼ xc(N).

�«¿ ½²®© § ¢¨±¨¬®±²¨ ­³¦­® ¯®¤®¡° ²¼  ­ «¨²¨·¥±ª®¥ ¢»° ¦¥­¨¥

¢¨¤ 4

xc(N) = xc(1) +
D

N

; (4.5)

². ¥. ¢»¡° ²¼ ²°¨ ¢¥«¨·¨­», xc(1), D ¨ ³ ² ª, ·²®¡» ¢»° ¦¥-

­¨¥ (4.5) ­ ¨«³·¸¨¬ ®¡° §®¬ ®¯¨±»¢ «® ¯®«³·¥­­»¥ ± ¯®¬®¹¼¾

��� °¥§³«¼² ²». �±«¨ ½²® ³¤ �¥²±¿ ±¤¥« ²¼ ² ª¨¬ ®¡° §®¬, ·²®


 > 0, ²® ¬®¦­® ±ª § ²¼, ·²® ¢¥«¨·¨­  xc(1) ¨ ° ¢­  ¯°¥-

¤¥«¼­®¬³ §­ ·¥­¨¾ xc. �¥©±²¢¨²¥«¼­®, ±®£« ±­® ¢»° ¦¥­¨¾ (4.5)

lim
N!1

xc(N) = xc(1). �®·­®±²¼ ½²®© ¯°®¶¥¤³°» ¡³¤¥² ²¥¬ «³·¸¥,

·¥¬ ¡®«¼¸¥ ¯®«³·¥­® ¤ ­­»µ, ­³¦­»µ ¤«¿ ³±² ­®¢«¥­¨¿ § ¢¨±¨-

¬®±²¨ xc(N). �²®, ¢ ±¢®¾ ®·¥°¥¤¼, ³¯¨° ¥²±¿ ¢ ¡»±²°®¤¥©±²¢¨¥ ¨

®¡º�¥¬ ¯ ¬¿²¨ ¨±¯®«¼§³¥¬®© ���.

�¯° ¦­¥­¨¥

1. � ±±¬®²°¨²¥ ¢­¨¬ ²¥«¼­® °¨±. 4.2 ¨ ° §¡¥°¨²¥±¼ ¢ ²®¬, ª ª¨¬

±¯®±®¡®¬ ¯®¿¢«¿«¨±¼ ®²¤¥«¼­»¥ £°³¯¯» ¤¢®¥ª.

4�  ¢®¯°®± ® ²®¬, ¯®·¥¬³ ½²® ¢»° ¦¥­¨¥ § ¢¨±¨² ®² N ¨¬¥­­® ±²¥¯¥­­»¬ ®¡° §®¬, ±²°®£®£® ®²¢¥²  ­¥², ­®

°¥§³«¼² ²» ¬­®£®·¨±«¥­­»µ ° ±·�¥²®¢ ³ª §»¢ ¾² ­  ²®, ·²® ½²® ² ª ¤«¿ ¢±¥µ § ¤ · ²¥®°¨¨ ¯°®²¥ª ­¨¿.


