Ŕőďčőšőćĺšěńĳŋă£ śěřĺ£. 11.

12. Ăńčőřĺšň ŕőśšřőěŋĺ£ ťşŋłűĺĺ Řĺůňăŋă łőŋěůŋőčő ŋěőřĺěŋšĺřőćăŋŋőčő čřăťă G.

Őąőğŋăůĺň ůěřěğ R_n ťşŋłűĺ¿ Řĺůňăŋă ŕőďčřăťă G_n = (V_n; E_n). Ŕőśšřőĺň ŕő ĺŋďşłűĺĺ šăłş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ (G_n; R_n), ůšő

1. G_n ⊂ G_{n+1} ďń£ ń¿ąőčő n;

2. ďń£ ń¿ąőľ ćěřÿĺŋż v ∈ V ğŋăůěŋĺě R_n(v) őďĺŋăłőćő ďń£ ćśěţ n šăłĺţ, ůšő v ∈ V_n. İšő ůĺśńő őąőğŋăůĺň R(v).

Ďń£ ŕőśšřőěŋĺ£ ŋăň ŕőŋăďőą£šś£ śńěďş¿źĺě őŕřěďěńěŋĺ£.

Őŕřěďěńěŋĺě 1. Ŋăłńőŋőň řěąřă uv (=vu) ć (G^′; R^′) ŋăğőćěň ůĺśńő |R^′(u) − R^′(v)|. Őŕřěďěńěŋĺě 2. Ćŋěÿŋĺň ŕşšěň ŕőďčřăťă G^′ ŋăğőćěň šăłş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ

v_0; e_1; v_1; : : : ; e_n; v_n

ćěřÿĺŋ ĺ řěąěř čřăťă G, ůšő

1. e_i | řěąřő, śőěďĺŋ£¿źěě v_{i−1} ĺ v_i ďń£ ćśěţ i; 2. v_0 ∈ V^′ ĺ v_n ∈ V^′.

3. v_i ∈ V \ V^′ ŕřĺ 1 ≤ i ≤ n − 1; 4. e_i ∈ E \ E^′ ďń£ ćśěţ i.

Őŕřěďěńěŋĺě 3. Ůĺśńő |R^′(vn)−R^′(v0)|=n, čďě n | ďńĺŋă ćŋěÿŋěčő ŕşšĺ, ŋăğőćěň ŋăłńőŋőň ćŋěÿŋěčő

ŕşšĺ.

Ğăňěůăŋĺě. Ćŋěÿŋĺľ ŕşšĳ ňőęěš ĺňěšĳ ďńĺŋş 1 ĺ/ĺńĺ ŋăłńőŋ 0.

Őŕĺśăŋĺě ŕőśšřőěŋĺ£.

Ąăğă. Ŕşśšĳ V0 = {b; r}, E0 = ∅, R0(b) = 0, R0(r) = 1.

Ÿăč ĺŋďşłűĺĺ. Řăśśňőšřĺň ^p = (v0; e1; v1; : : : ; ek; vk) | ćŋěÿŋĺľ ŕşšĳ ŕőďčřăťă G ś ŋăĺąőńĳÿĺň

ŋăłńőŋőň s. Ŋě őčřăŋĺůĺćă£ őąźŋőśšĺ, śůĺšăěň R_n(v_0) ≤ R_n(v_k). Ŕőńőęĺň G_{n+1} = G_n ∪ ^p, R_{n+1}(v) = R(v) ďń£ ćśěţ v ∈ V_n ĺ R_{n+1}(v_i) = R_n(v_0) + s · i.

Ńěňňă 1. Řăśśňőšřĺň čřăť Gn ĺ ŋěłőšőřżľ ěčő ćŋěÿŋĺľ ŕşšĳ p = (v0; e1; v1; : : : ; ek; vk) ś ŋăłńőŋőň

s. Šőčďă s ŋě ŕřěćőśţőďĺš ŋăłńőŋă ń¿ąőčő řěąřă ĺğ E_n.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ń¿ąőě ĺğ řěąěř En ążńő ŕřĺśőěďĺŋěŋő řăŋěě ł ŋěłőšőřőňş ŕőďčřăťş Gñ, ~n < n,

łăł ůăśšĳ ěčő ćŋěÿŋěčő ŕşšĺ, ĺ ěčő ŋăłńőŋ řăćěŋ ŋăłńőŋş ¡šőčő ŕşšĺ. Śńěďőćăšěńĳŋő, ŋşęŋő ďőłăğăšĳ, ůšő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŋăłńőŋőć ćŋěÿŋĺţ ŕşšěľ, ćőğŋĺłă¿źĺţ ć ăńčőřĺšňě, ŋě ćőğřăśšăěš.

Ŕřěďŕőńőęĺň ŕřőšĺćŋőě. Ŕşśšĳ ňż ŕěřěÿńĺ őš ŕőďčřăťă G_l ł ŕőďčřăťş G_{l+1} (l < n), ďőąăćĺć ł G_l ŕşšĳ ^p ś ŋăĺąőńĳÿĺň ŋăłńőŋőň s, ĺ

w_0; f_0; w_1; : : : ; f_m; w_m

| ćŋěÿŋĺľ ŕşšĳ ďń£ G_{l+1} ś ŋăłńőŋőň t > s. Śůĺšăěň, ůšő R_{l+1}(w_0) ≤ R_{l+1}(w_m). Ćőğňőęŋż šřĺ śńşůă£.

1. Ěśńĺ w_0 ĺ w_m ŕřĺŋăďńěęăš V_l, šő ŋőćżľ ŕşšĳ £ćń£ěšś£ ćŋěÿŋĺň ŕşšěň ĺ ŕő őšŋőÿěŋĺ¿ ł G_l, ŋő ěčő ŋăłńőŋ ąőńĳÿě s, ůšő ŕřőšĺćőřěůĺš ćżąőřş ^p.

2. Ěśńĺ w_0 ĺ w_m ŕřĺŋăďńěęăš V_{l+1} \ V_l, šő w_0 = v_i ĺ w_m = v_j ďń£ ŋěłőšőřżţ i, j (0 < i < j < k), ĺ şśńőćĺě t > s ćńěůěš m < j − i. Šőčďă ćŋěÿŋĺľ ŕşšĳ ůěřěğ ćěřÿĺŋż

v_0; v_1; : : : ; v_i=w_0; w_1; : : : ; w_m = v_j ; : : : ; v_k

łőřőůě ^p, ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, ěčő ŋăłńőŋ ąőńĳÿě.

3. Ěśńĺ w_0 ∈ V_l, ă w_m ∈ V_{l+1} \ V_l, š. ě. w_m = v_j , řăśśňőšřĺň ŕşšĳ ůěřěğ ćěřÿĺŋż

w_0; : : : ; w_m=v_j ; : : : ; v_k:

Ěčő ŋăłńőŋ | śřěďŋěćğćěÿěŋŋőě ůĺśěń t ĺ s, śńěďőćăšěńĳŋő, ąőńĳÿě s. Śŋőćă ŕřőšĺćőřěůĺě. Śńşůăľ w_m ∈ V_l ĺ w_0 ∈ V_{l+1} \ V_l řăśśňăšřĺćăěšś£ ăŋăńőčĺůŋő.

Ńěňňă 2. Rn+1 | ťşŋłűĺ£ Řĺůňăŋă čřăťă Gn+1.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕřőćěřĺň ŕřăćĺńő Řĺůňăŋă ďń£ (Gn+1; Rn+1). Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő őŋő ćżŕőń-

ŋěŋő ćő ćŋőćĳ ďőąăćńěŋŋżţ ćěřÿĺŋăţ v_1, : : : , v_{m−1}. Łăęďă£ ĺğ ŋĺţ ĺňěěš řőćŋő ďćşţ śőśěďěľ ĺğ G_{n+1}, ă ğŋăůěŋĺě R_{n+1}(v_i) ć ŋěľ £ćń£ěšś£ śřěďŋĺň ăřĺťňěšĺůěśłĺň ğŋăůěŋĺľ ć ¡šĺţ śőśěďŋĺţ ćěřÿĺŋăţ.

Ŕřăćĺńő ćżŕőńŋěŋő šăłęě ďń£ ćśěţ ůěřŋżţ ćěřÿĺŋ ĺğ V_n, łřőňě, ążšĳ ňőęěš, v_0 ĺ v_m, šăł łăł ďń£ ŋĺţ ŋĺůěčő ŋě ĺğňěŋĺńőśĳ.

Ćżŕőńŋěŋĺě ŕřăćĺńă Řĺůňăŋă ďń£ v_0 ĺ v_m (ěśńĺ őŋĺ ůěřŋżě) śńěďşěš ĺğ ńěňňż 1. Šăł łăł R^+_n (v_0) ĺ R^−_n (v_0) őšńĺůă¿šś£ őš R_0(v_0) ŋě ňěŋěě ůěň ŋă ŋăłńőŋ ŕřĺśőěďĺŋěŋŋőčő ćŋěÿŋěčő ŕşšĺ, ă R_{n+1}(v_1) | řőćŋő ŋă ćěńĺůĺŋş ŋăłńőŋă, ğŋăůĺš, R^+_{n+1}(v_0) ĺ R^−_{n+1}(v_0) ć (G_{n+1}; R_{n+1}) őśšăńĺśĳ šăłĺňĺ ęě, łăł łăł R^+_n (v_0) ĺ R^−_n (v_0) ć (G_n; R_n). Ăŋăńőčĺůŋőě řăśśşęďěŋĺě ňőęŋő ŕřőćěśšĺ ĺ ďń£ v_m.

Ŕşśšĳ ŋăÿ ăńčőřĺšň őśšăŋőćĺńś£ ŋă ŋěłőšőřőň ŕőďčřăťě G_N , ş łőšőřőčő ŋěš ćŋěÿŋĺţ ŕşšěľ. Šőčďă ĺğ ń¿ąőľ ćěřÿĺŋż v ∈ V \V_N śşźěśšćşěš ŕşšĳ ŕő řěąřăň ĺğ E \E_N ŋě ąőńěě ůěň ć őďŋş ćěřÿĺŋş w ∈ G_N (ĺŋăůě śşźěśšćşěš ćŋěÿŋĺľ ŕşšĳ), ĺ ŋě ňěŋěě ůěň ć őďŋş ćěřÿĺŋş (ůšőąż śşźěśšćőćăń ćŋěÿŋĺľ ŕşšĳ ć b ĺńĺ r). Ŕőńőęĺň R(v) = R(w).

Ŕőśšřőěŋĺě ğăćěřÿěŋő.

Łńăśśĺůěśłă£ ĺčřă Řĺůňăŋă.

2. Ďőłăęěň, ůšő R(v) = lim_{t→∞} R(v; t) | ťşŋłűĺ£ Řĺůňăŋă. Ďń£ ćśěţ v ĺňěěň R(v; 1) ≤ R(v; 0). Ŕşśšĳ R(v; t) ≤ R(v; t−1) ďń£ ćśěţ v. Šőčďă

R(v; t + 1) = ( R^+(v; t) + R^−(v; t) ) =2 ≤ ≤ ( R^+(v; t−1) + R^−(v; t−1) ) =2 = R(v; t):

Šăłĺň őąřăğőň, ťşŋłűĺ£ R(v; t) ňőŋőšőŋŋő ŋě ćőğřăśšăěš ŕő t ĺ őčřăŋĺůěŋă śŋĺğş ŋşńěň. Ğŋăůĺš, ŕřěďěń lim_{t→∞} R(v; t) śşźěśšćşěš. Ŕřĺ ¡šőň

R^+(v) = max_{w∈S(v)} R(v) = max_{w∈S(v)} lim_{t→∞} R(v; t) = lim_{t→∞} max_{w∈S(v)} R(v; t) = lim_{t→∞} R^+(v; t):

Ŕěřěţőď£ ł ŕřěďěńş ć řăćěŋśšćăţ

1) R(b; t) = 0, R(r; t) = 1 ďń£ ćśěţ t;

2) R(v; t) = (R^+(v; t − 1) + R^−(v; t − 1))=2 ďń£ ćśěţ v, őšńĺůŋżţ őš b, r, ĺ ćśěţ t > 0; ŕőńşůĺň ć šőůŋőśšĺ őŕřěďěńěŋĺě ťşŋłűĺĺ Řĺůňăŋă.

3. Ďń£ łăęďőľ ćěřÿĺŋż v őŕřěďěńĺň ňŋőęěśšćő —v śńěďş¿źĺň őąřăğőň: w ∈ —v, ěśńĺ śşźěśšćşěš ŕşšĳ v=v_0, v_1, v_2, : : : , v_k=w šăłőľ ůšő R(v_{i+1}) = R^−(v_i) ďń£ i = 0 ; 1; : : : ; k − 1. Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă şšćěřęďěŋĺ£ ğăďăůĺ ŋăň ąşďěš ŕőńěğŋă śńěďş¿źă£

Ńěňňă. Ěśńĺ R(z) < 1, šő b ∈ —z.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ćżąěřěň v ∈ —z, šăłőě ůšő R(v) = min_{w∈z̄} R(w). Ěśńĺ v = b, šő ćśě ďőłăğăŋő. Ĺŋăůě

ŕşśšĳ u | ŕőśńěďőćăšěńĳ v. Ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£ v ĺňěěň R^−(v) = R(v), őšś¿ďă R^+(v) = R(v). Š. ł. R(u) ńěęĺš ňěęďş R^+(v) ĺ R^−(v), šő R(u) = R(v) = R^−(v) ĺ u ∈ —z. Łřőňě šőčő, ďń£ u ćżŕőńŋěŋő šő ęě śćőľśšćő, ůšő ĺ ďń£ v: R(u) = min_{w∈z̄} R(w). Ŕőćšőř££ řăśśşęďěŋĺě, ňż ŕőńşůĺň śńěďş¿źĺľ řěğşńĳšăš: ďń£ ćś£łőľ ćěřÿĺŋż w, ďőśšĺęĺňőľ ĺğ v, ćěřŋő řăćěŋśšćő R(w) = R(v). Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, R(v) ≤ R(z) < 1 = R(r), š. ě. r ŋěďőśšĺęĺňă ĺğ v. Ğŋăůĺš, b ďőśšĺęĺňă ĺğ v, ĺ b ∈ —z.

Ŕşśšĳ šěŕěřĳ R_1 ĺ R_2 | ťşŋłűĺĺ Řĺůňăŋă čřăťă D. Ćżąěřěň ćěřÿĺŋş v, ŋă łőšőřőľ ťşŋłűĺ£ R_1−R_2 ďőśšĺčăěš ňăłśĺňşňă. Őąőğŋăůĺň M = R_1(v) − R_2(v). Ćżąěřěň u_1, u_2, w_1, w_2 | ŕőśńěďőćăšěńĺ ćěřÿĺŋż v, šăłĺě ůšő R^−_i (v) = R_i(u_i), R^+_i (v) = R_i(w_i). Ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£ ůĺśńă M ĺ ĺğ ŋěřăćěŋśšćă R_1(u_1) ≤ R_1(u_2) ŕőńşůăěň:

R_1(u_1) − R_2(u_2) ≤ R_1(u_2) − R_2(u_2) ≤ M: (1)

Ăŋăńőčĺůŋő, R_1(w_1) − R_2(w_2) ≤ R_1(w_1) − R_2(w_1) ≤ M: (2)

Śłńăďżćă£ ¡šĺ ďćă ŋěřăćěŋśšćă, ŕőńşůăěň

(R_1(u_1) + R_1(w_1)) − (R_2(u_2) + R_2(w_2)) ≤ 2M:

Ŋő ńěćă£ ůăśšĳ ¡šőčő ŋěřăćěŋśšćă ěśšĳ 2R_1(v) − 2R_2(v) = 2M, ğŋăůĺš, řăćěŋśšćő ĺňěěš ňěśšő ĺ ć (1). Ć ůăśšŋőśšĺ, R_1(u_2) − R_2(u_2) = M. Ĺŋďşłűĺěľ ďőłăğżćăěšś£, ůšő R_1(u) − R_2(u) = M ďń£ ćśěţ u ∈ —v, čďě ňŋőęěśšćő —v śšřőĺšś£ ś ĺśŕőńĳğőćăŋĺěň ťşŋłűĺĺ R_2. Ŕőśłőńĳłş R_1(b) − R_2(b) = 0 − 0 = 0 ĺ b ∈ —v, šő Ň = 0, ĺ R_1(v) − R_2(v) ≤ 0 ďń£ ćśěţ v. Ăŋăńőčĺůŋżě řăśśşęďěŋĺ£ ďń£ řăğŋőśšĺ R_2 − R_1 ŕřĺćěďşš ŋăś ł ŕřőšĺćőŕőńőęŋőňş ŋěřăćěŋśšćş. Őšś¿ďă R_1 = R_2.

4. Ěśńĺ ş Śĺŋěčő ąőńĳÿě, ůěň R(v) ďőńńăřőć, šő ş ŋěčő ďőńęŋő ążšĳ ąőńĳÿě, ůěň R(v; t) ďőńńăřőć ďń£ ŋěłőšőřőčő t. Ďőłăęěň ŕşŋłš ą) ĺŋďşłűĺěľ ŕő t. Ěśńĺ ŕřĺ t = 0 Śĺŋĺľ ĺňěěš B > R(v; 0) ďőńńăřőć, šő v = b, ĺ Śĺŋĺľ ďěľśšćĺšěńĳŋő ćżčřżćăěš \ŋě ąőńěě ůěň ğă 0 ţőďőć". Ŕşśšĳ šěŕěřĳ ďń£ t−1 şšćěřęďěŋĺě ćěřŋő, ĺ ŕşśšĳ Śĺŋĺľ ĺňěěš ąőńěě R(v; t) ďőńńăřőć. Śřěďĺ ŕőśńěďőćăšěńěľ ćěřÿĺŋż v ŋăľďşšś£ šăłĺě ćěřÿĺŋż u ĺ w, ůšő R(u; t − 1) = R^−(v; t − 1), R(w; t − 1) = R^+(v; t − 1). Śőčńăśŋő śšřăšěčĺĺ, łőšőřş¿ ňż śěľůăś őŕĺśżćăěň, Śĺŋĺľ ďőńęěŋ ŕřěďńőęĺšĳ ğă ŕřăćő ŕěřěďćĺęěŋĺ£ ťĺÿłĺ (R(w; t − 1) − R(u; t − 1))=2 ďőńńăřőć. Ěśńĺ Śĺŋĺľ ćżĺčřżćăěš, šő őŋ ŕěřěďćĺčăěš ťĺÿłş ć u. Ş ŋěčő őśšăěšś£ ąőńěě (R(w; t − 1) + R(u; t − 1))=2 − (R(w; t − 1) − R(u; t − 1))=2 = R(u; t − 1) ďőńńăřőć, ĺ őŋ ĺňěěš ćżĺčřżÿŋş¿ śšřăšěčĺ¿ ğă t − 1 ţőď ŕő ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ ĺŋďşłűĺĺ. Ěśńĺ Śĺŋĺľ ŕřőĺčřżćăěš, šő łřăśŋżľ ŕěřěďćĺčăěš ťĺÿłş ć ŋěłőšőřş¿ ćěřÿĺŋş z, ă Śĺŋĺľ ĺňěěš ąőńěě

(R(w; t − 1) + R(u; t − 1))=2 + (R(w; t − 1) − R(u; t − 1))=2 = R(w; t − 1) ≥ R(z; t − 1)

ďőńńăřőć ĺ ćżĺčřżćăěš ğă t − 1 ţőď (z ≠ r, ĺŋăůě Śĺŋĺľ ŕőśńě ¡šőčő ţőďă ĺňěń ąż ąőńěě $1).

5. Ăŋăńőčĺůŋő ťşŋłűĺĺ R(v; t) ććěďěň ťşŋłűĺ¿ r(v; t): 1) r(b; t) = 0, r(r; t) = 1 ďń£ ćśěţ t; 2) r(v; 0) = 0 ďń£ ćśěţ v, őšńĺůŋżţ őš r;

3) r(v; t) = (r^+(v; t − 1) + r^−(v; t − 1))=2 ďń£ ćśěţ v, őšńĺůŋżţ őš b, r, ĺ ćśěţ t > 0. Šăł ęě, łăł ć ğăďăůě 2, ďőłăğżćăěšś£, ůšő r(v; t) ćőğřăśšăěš ŕő t ć łăęďőľ ćěřÿĺŋě, ĺ ŕřěďěń r(v) śşźěśšćşěš ĺ £ćń£ěšś£ ťşŋłűĺěľ Řĺůňăŋă.

Šăł ęě, łăł ĺ ć ŕřěďżďşźěľ ğăďăůě, ňőęŋő ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ Śĺŋĺľ ĺňěěš ňěŋěě r(v) ďőńńăřőć, ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, ňěŋěě r(v; t) ďń£ ŋěłőšőřőčő t, šő Łřăśŋżľ ćżĺčřżćăěš ŋě ąőńěě ůěň ğă t ţőďőć. Ďń£ ¡šőčő őŋ ďőńęěŋ śšăćĺšĳ (r(w; t − 1) − r(u; t − 1))=2 ďőńńăřőć, čďě u ĺ w | šě ęě śăňżě.

Őśšăńőśĳ ğăňěšĺšĳ, ůšő R(v) = r(v) ć śĺńş ěďĺŋśšćěŋŋőśšĺ ťşŋłűĺĺ Řĺůňăŋă ďń£ łőŋěůŋőčő čřă- ťă. 6. Ć ¡šőň śńşůăě ŋĺ ş őďŋőčő ĺğ ĺčřőłőć ŋěš ćżĺčřżÿŋőľ śšřăšěčĺĺ, ĺ ĺśţőď ĺčřż ğăćĺśĺš őš ĺśţőďőć ąřőśăŋĺľ ňőŋěšż. Ć śăňőň ďěńě, ŕşśšĳ Śĺŋĺľ ĺňěěš R(v), ă Łřăśŋżľ | 1 − R(v) ďőńńăřőć. Śőčńăśŋő őŕšĺňăńĳŋőľ śšřăšěčĺĺ, őąă őŋĺ śšăć£š (R(w) − R(u))=2. Ěśńĺ ŕőąěęďăěš Łřăśŋżľ, őŋ ŕěřěďćĺčăěš ťĺÿłş ć ćěřÿĺŋş w, ĺ łăŕĺšăń Śĺŋěčő śšăŋőćĺšś£ řăćŋżň R(w). Śĺšşăűĺ£ ŕőćšőřĺńăśĳ, ŋő ěśńĺ Łřăśŋżľ ąşďěš ćśěčďă ćżĺčřżćăšĳ ţőď, őŋ ŋě ŕřőĺčřăěš ĺ ĺčřş (ĺ ćżĺčřăěš, ěśńĺ ĺğ ¡šőľ ćěřÿĺŋż ňőęŋő ŕőŕăśšĳ ć łřăśŋş¿ | śň. ńěňňş ł ğăďăůě 3). Ěśńĺ ęě ŕőąěęďăěš Śĺŋĺľ, šő őŋ ŕěřěďćĺčăěš ťĺÿłş ć u, ă ěčő łăŕĺšăń šěŕěřĳ R(u).

Ŕşśšĳ šěŕěřĳ őďĺŋ ĺğ ĺčřőłőć, ŋăŕřĺňěř, Łřăśŋżľ, ŋě ŕřĺďěřęĺćăěšś£ ¡šőľ śšřăšěčĺĺ. Ŕşśšĳ őŋ ŕőśšăćĺń ąőńěě (R(w) − R(u))=2, ćżĺčřăń ĺ ŕěřěÿěń ć ćěřÿĺŋş z. Šěŕěřĳ ş Śĺŋěčő ąőńěě R(w) ≥ R(z) ďőńńăřőć, ĺ őŋ ĺňěěš ćżĺčřżÿŋş¿ śšřăšěčĺ¿. Ěśńĺ Łřăśŋżľ śšăćĺš ňěŋěě (R(w) − R(u))=2, šő őŋ šěř£ěš šőńĳłő ćőğňőęŋőśšĳ ćżĺčřăšĳ ąřőśăŋĺě ňőŋěšż, ĺ Śĺŋĺľ ŕěřěďćĺčăěš ťĺÿłş ć u. Ěśńĺ Łřăśŋżľ ćśěčďă ąşďěš śšăćĺšĳ ňěŋĳÿě, šő Śĺŋĺľ ćżĺčřăěš, ěśńĺ ĺğ ŋăůăńĳŋőľ ćěřÿĺŋż ňőęŋő ŕőŕăśšĳ ć b, ĺ ďőąĳěšś£ ŋĺůĳěľ ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě. Ÿăŋś ŕőňěÿăšĳ ěňş Łřăśŋżľ ŕőńşůĺš, šőńĳłő ŕőśšăćĺć ć őůěřěďŋőľ řăğ ć šőůŋőśšĺ (R(w) − R(u))=2.

7. Řăśśňőšřĺň čřăť ś ćěřÿĺŋăňĺ b = v_0, v_1, : : :, v_n, r = v_{n+1} ĺ řěąřăňĺ (v_i; v_{i+1}), 1 ≤ i ≤ n, ĺ (v_i; v_{i−2}), 2 ≤ i ≤ n (śň. řĺś.).

Ŕőłăęěň, ůšő ůĺśńă R(v_1); R(v_2); : : : ; R(v_n) ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋż ŕőśńěďőćăšěńĳŋżň ůĺśńăň Ťĺąőŋăůůĺ. Ŕşśšĳ R(v_1) = x. Šőčďă R(v_2) = x, R(v_3) = 2x. Ďăńěě, R(v_i) = (R(v_{i+1}) + R(v_{i−2}))=2, š. ě. R(v_{i+1}) = 2R(v_i) − R(v_{i−2}). Ěśńĺ ůĺśńă R(v_k), 1 ≤ k ≤ i, £ćń£¿šś£ ŕěřćżňĺ i ůĺśńăňĺ Ťĺąőŋăůůĺ, şňŋőęěŋŋżňĺ ŋă x, šő, ŕőďśšăćĺć R(v_{i−2}) = R(v_i) − R(v_{i−1}), ŕőńşůĺň, ůšő R(v_{i+1}) | ¡šő (i + 1)-ě ůĺśńő Ťĺąőŋăůůĺ, şňŋőęěŋŋőě ŋă x. Ůĺśńő x ŋăţőďĺšś£ ĺğ şśńőćĺ£ R(v_n) = (1 + R(v_{n−2}))=2 ĺ, őůěćĺďŋő, ŋě řăćŋő ŋşń¿.

8. (Ăćšőřż řěÿěŋĺ£: Ąěřÿšěľŋ Ňĺţăĺń (Ţăřĳłőć), Čőńşąőć Ăńěłśěľ (Ţăřĳłőć), Ďşďłő Ăřšěň (Ţăřĳłőć), Łăńěŋłőć Ňăłśĺň (Ŋăąěřěęŋżě Ůěńŋż), Ňĺřčăśĺňőć Ăńňăğ (Ŋăąěřěęŋżě Ůěńŋż).)

Ďőŕşśšĺň, ůšő ťşŋłűĺ£ Řĺůňăŋă ŋěłőšőřőčő čřăťă ŕřĺŋĺňăěš ĺřřăűĺőŋăńĳŋżě ğŋăůěŋĺ£. Śőśšăćĺň ŕő ¡šőľ ťşŋłűĺĺ śĺśšěňş şřăćŋěŋĺľ ĺ ŋěřăćěŋśšć. Ďń£ łăęďőľ ůěřŋőľ ćěřÿĺŋż v_i, 1 ≤ i ≤ n, ĺğćěśšŋż ěě ŕőśńěďőćăšěńĺ, ŋă łőšőřżţ ďőśšĺčăěšś£ R^+(v_i) ĺ R^−(v_i) (őąőğŋăůĺň ĺţ, śőőšćěšśšćěŋŋő, v^+_i ĺ v^−_i ). Ĺśŕőńĳğş£ ¡šş ĺŋťőřňăűĺ¿, ğăŕĺÿěň ďń£ łăęďőľ ćěřÿĺŋż v_i şřăćŋěŋĺě

R(v_i) = (R(v^+_i ) + R(v^−_i ))=2;

ŕőďśšăćĺć, ěśńĺ ŋşęŋő, R(b) = 0 ĺ R(r) = 1, ă ďń£ łăęďőčő ěě ŕőśńěďőćăšěń£ u | ŋěřăćěŋśšćő ćĺďă

R(u) ≤ R(v^+_i ) ĺ R(u) ≥ R(v^−_i ):

Łřőňě šőčő, ďőąăćĺň ć śĺśšěňş ŋěřăćěŋśšćă R(v_i) ≥ 0 ĺ R(v_i) ≤ 1, 1 ≤ i ≤ n.

Šěŕěřĳ ğăňěŋĺň ćśě R(v_i) ŕěřěňěŋŋżňĺ x_i. Ŕőńşůěŋŋă£ śĺśšěňă řăğřěÿĺňă, ŕőśłőńĳłş ğŋăůěŋĺ£ ťşŋłűĺĺ Řĺůňăŋă, ŕő łőšőřőľ őŋă ŕőśšřőěŋă, £ćń£¿šś£ řěÿěŋĺěň. Ďőłăęěň, ůšő śĺśšěňă ĺňěěš řăűĺőŋăńĳŋőě řěÿěŋĺě.

Řăśśňőšřĺň śŋăůăńă šőńĳłő şřăćŋěŋĺ£. Ěśńĺ śĺśšěňă şřăćŋěŋĺľ ĺňěěš ěďĺŋśšćěŋŋőě řěÿěŋĺě, šő őŋő őą£ğăŋő ążšĳ řăűĺőŋăńĳŋżň, ŕőśłőńĳłş ćśě łő¡ťťĺűĺěŋšż ĺřřăűĺőŋăńĳŋż ĺ, ćżřăęă£ ŕěřěňěŋŋżě ďřşč ůěřěğ ďřşčă ŕřĺ řěÿěŋĺĺ śĺśšěňż, ŋěćőğňőęŋő ŕőńşůĺšĳ ĺřřăűĺőŋăńĳŋőě ćżřăęěŋĺě. Ěśńĺ ęě řěÿěŋĺě ŋě ěďĺŋśšćěŋŋő, šő ŕő£ćń£¿šś£ śćőąőďŋżě ŕěřěňěŋŋżě (ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő ¡šő x_1, : : :, x_k ), ůěřěğ łőšőřżě ćśě őśšăńĳŋżě ŕěřěňěŋŋżě ćżřăęă¿šś£ ńĺŋěľŋő ĺ řăűĺőŋăńĳŋő.

Šěŕěřĳ ŕőďśšăćĺň ŕőńşůěŋŋżě ćżřăęěŋĺ£ ć ŋěřăćěŋśšćă ĺ ąşďěň ĺśłăšĳ řěÿěŋĺě śĺśšěňż ŋěřăćěŋśšć, ĺğąăćń££śĳ ŕő őůěřěďĺ őš ćśěţ ŕěřěňěŋŋżţ śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Ćőğĳňěň ŕěřěňěŋŋş¿ x_1 ĺ ćśě ŋěřăćěŋśšćă, ć łőšőřżţ őŋă ťĺčşřĺřşěš, ŕěřěŕĺÿěň ć ćĺďě

f_l(x_2; x_3; : : : ; x_k) ≤ x_1; 1 ≤ l ≤ L; ĺ x_1 ≤ g_m(x_2; x_3; : : : ; x_k ); 1 ≤ m ≤ M;

čďě f_l ĺ g_m | ńĺŋěľŋżě ťşŋłűĺĺ ś řăűĺőŋăńĳŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ. Ŕőśńě ¡šőčő ŋăŕĺÿěň ŋőćş¿ śĺśšěňş ŋěřăćěŋśšć, ğăňěŋĺć ŋěřăćěŋśšćă, śőďěřęăźĺě x_1, ŋă ŋěřăćěŋśšćă

f_l(x_2; x_3; : : : ; x_k) ≤ g_m(x_2; x_3; : : : ; x_k); 1 ≤ l ≤ L; 1 ≤ m ≤ M:

(Ŕřĺ ¡šőň £śŋő, ůšő ěśńĺ ňż ŋăľďěň řăűĺőŋăńĳŋżě ůĺśńă x_2, : : :, x_k, şďőćńěšćőř£¿źĺě ŋőćőľ śĺśšěňě, šő ňőęŋő šăł ŕőďőąřăšĳ řăűĺőŋăńĳŋőě x_1, ůšő ůĺśńă x_1, : : :, x_k şďőćńěšćőř£¿š ĺśţőďŋőľ śĺśšěňě.)

Ğăšěň šăłĺň ęě őąřăğőň ĺğąăćń£ěňś£ őš śńěďş¿źěľ ŕěřěňěŋŋőľ ĺ š. ď. Ć łőŋűě łőŋűőć ć śĺśšěňě őśšăŋşšś£ šőńĳłő ŋěřăćěŋśšćă ś ŕěřěňěŋŋőľ x_k, ĺ, őůěćĺďŋő, ćśě łő¡ťťĺűĺěŋšż ¡šĺţ ŋěřăćěŋśšć řăűĺőŋăńĳŋż. Ŕőśłőńĳłş ¡šă śĺśšěňă řăğřěÿĺňă (őŋă £ćń£ěšś£ śńěďśšćĺěň ĺśţőďŋőľ řăğřěÿĺňőľ śĺśšěňż), šő ňőęŋő ŕőďőąřăšĳ řăűĺőŋăńĳŋőě x_k , łőšőřőě ěľ şďőćńěšćőř£ěš (ěśńĺ řěÿěŋĺě ěďĺŋśšćěŋŋő, šő őŋő řăűĺőŋăńĳŋő, ă ěśńĺ ŋěš, šő řěÿěŋĺ£ ğăŕőńŋ£¿š ŋěłőšőřżľ őšřěğőł). Šěŕěřĳ, ćőğćřăźă£śĳ ććěřţ ŕő űěŕőůłě, ňż ŕőďąěřěň řăűĺőŋăńĳŋżě ğŋăůěŋĺ£ ďřşčĺţ śćőąőďŋżţ ŕěřěňěŋŋżţ, ă ůěřěğ ŋĺţ ŋăľďěň ğŋăůěŋĺ£ ćśěţ őśšăńĳŋżţ ŕěřěňěŋŋżţ. Ŕőńşůěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ ąşďşš şďőćńěšćőř£šĳ śĺśšěňě şřăćŋěŋĺľ ĺ ŋěřăćěŋśšć, ă ğŋăůĺš, ŕřăćĺńş Řĺůňăŋă. Ŋő ćśě ğŋăůěŋĺ£ ¡šőľ ťşŋłűĺĺ | řăűĺőŋăńĳŋżě ůĺśńă, ă śřěďĺ ğŋăůěŋĺľ ĺśţőďŋőľ ťşŋłűĺĺ ĺňě¿šś£ ĺřřăűĺőŋăńĳŋżě. Ŕřĺÿńĺ ł ŕřőšĺćőřěůĺ¿ ś ěďĺŋśšćěŋŋőśšĳ¿ ťşŋłűĺĺ Řĺůňăŋă.

9. Şśńőćĺě ğăďăůĺ řăćŋőśĺńĳŋő šăłőňş: őŕĺśăšĳ čřăťż, ťşŋłűĺ£ Řĺůňăŋă łőšőřżţ řăćŋă 1=2 ćő ćśěţ ůěřŋżţ ćěřÿĺŋăţ. Őšćěš: ¡šő ć šőůŋőśšĺ šě čřăťż, ń¿ąă£ ůěřŋă£ ćěřÿĺŋă łőšőřżţ śřěďĺ śćőĺţ ŕőśńěďőćăšěńěľ ĺňěěš ńĺąő őąě ćěřÿĺŋż b ĺ r, ńĺąő ŋĺ őďŋş ĺğ ŋĺţ.

Ŋěőąţőďĺňőśšĳ. Őůěćĺďŋő, ůšő ěśńĺ śřěďĺ ŕőśńěďőćăšěńěľ ŕřőĺğćőńĳŋőľ ůěřŋőľ ćěřÿĺŋż šăłőčő čřăťă ěśšĳ r, šő ďń£ ćżŕőńŋěŋĺ£ ŕřăćĺńă Řĺůňăŋă śřěďĺ ŕőśńěďőćăšěńěľ ďőńęŋă ążšĳ ĺ ćěřÿĺŋă śő ğŋăůěŋĺěň 0, šő ěśšĳ, ć ŋăÿěň śńşůăě, ćěřÿĺŋă b. Ăŋăńőčĺůŋő, ěśńĺ śřěďĺ ŕőśńěďőćăšěńěľ ěśšĳ b, šő ěśšĳ ĺ r.

Ďőśšăšőůŋőśšĳ. Ŕőńőęĺň ćő ćśěţ ůěřŋżţ ćěřÿĺŋăţ šăłőčő čřăťă R(v) = 1=2. Őůěćĺďŋő, ¡šă ťşŋłűĺ£ £ćń£ěšś£ ěčő ťşŋłűĺěľ Řĺůňăŋă. 10.

Śőčńăśŋő ćżĺčřżÿŋőľ śšřăšěčĺĺ, őŕĺśăŋŋőľ ć ğăďăůě 4, Śĺŋĺľ ďőńęěŋ śďěńăšĳ ţőď ć šş ćěřÿĺŋş, ć łőšőřőľ ďőśšĺčăěšś£ R^−(v). Ŕřĺňěř ŋă řĺśşŋłě ŕőłăğżćăěš, ůšő ¡šă ćěřÿĺŋă ňőęěš ążšĳ ďăńĳÿě őš b ĺ ąńĺęě ł r, ůěň ďřşčĺě ŕőśńěďőćăšěńĺ v.

Ĺčřă Řĺůňăŋă ŋă ąěśłőŋěůŋżţ čřăťăţ. 1. ı − 3 = 0; 0010010000111 : : :2.

2. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ v_n šăłş¿ ćěřÿĺŋş, ďń£ łőšőřőľ dist(v_n; b) = n. Ŕşśšĳ R(v_1) = x. Ĺğ ŕřăćĺńă Řĺůňăŋă śńěďşěš, ůšő R(v_{n+1}) = 2R(v_n) − R(v_{n−1}):

Őšś¿ďă, R(v_n) = nx. Ěśńĺ x > 0, šő R(v_n) > 1 ďń£ ŋěłőšőřőčő n. Ğŋăůĺš, x = 0, ĺ R(v_n) = 0 ďń£ ń¿ąőčő n. Ĺšăł, ¡šőš čřăť ĺňěěš ěďĺŋśšćěŋŋş¿ ťşŋłűĺ¿ Řĺůňăŋă | šőęďěśšćěŋŋő ŋşńěćş¿.

Ďőłăęěň, ůšő Śĺŋĺľ, őąńăďă£ ń¿ąőľ ŕőńőęĺšěńĳŋőľ śşňňőľ B > 0, ňőęěš ďőąĺšĳś£ ŕőąěďż. Ŕşśšĳ őŋ ŋăţőďĺšś£ ć ćěřÿĺŋě v_k. Ćżąěřěň n > k=B. Ŕşśšĳ Śĺŋĺľ ĺčřăěš šăł, łăł ěśńĺ ąż v_n ążńă łřăśŋőľ ćěřÿĺŋőľ. Ěśńĺ čřăť £ćń£ěšś£ ďćşŋăŕřăćńěŋŋżň ŕşšěň ďńĺŋż n ś łőŋűăňĺ ć b ĺ r, šő R(v_l) = l=n ďń£ ń¿ąőčő 0 ≤ l ≤ n (¡šő śńěďşěš ĺğ ğăďăůĺ 11 śěřĺĺ 1, ŋő ňőęěš ążšĳ ďőłăğăŋő ĺ ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő). Šăł łăł Śĺŋĺľ ĺňěěš B > k=n ďőńńăřőć, šő őŋ ćżĺčřżćăěš ŋă ćőőąřăęăěňőň łőŋěůŋőň ŕşšĺ ďńĺŋż n, ĺ, šěň ąőńěě, ŋă ďăŋŋőň čřăťě.

Ěśńĺ ęě ŋăůăńĳŋżľ łăŕĺšăń Śĺŋěčő řăćěŋ ŋşń¿, šő Łřăśŋżľ ćżŋşęďěŋ ćśěčďă śšăćĺšĳ 0, ĺŋăůě, ŕěřěďăć Śĺŋěňş ń¿ąş¿ ŕőńőęĺšěńĳŋş¿ śşňňş, őŋ ŕřőĺčřżćăěš. Šăłĺň őąřăğőň, ć ¡šőň śńşůăě ĺśţőď ĺčřż ğăćĺśĺš őš ĺśţőďőć ąřőśăŋĺľ ňőŋěšż.

3. Őšňěšĺň, ůšő ş łăęďőľ ůěřŋőľ ćěřÿĺŋż v ďăŋŋőčő čřăťă G łőŋěůŋőě ůĺśńő ŕőśńěďőćăšěńěľ, ŕő¡šőňş R^+(v) ĺ R^−(v) őŕřěďěńěŋż łőřřěłšŋő. Ďń£ ŕőśšřőěŋĺ£ ťşŋłűĺĺ Řĺůňăŋă ĺ ďőłăğăšěńĳśšćă ěě ěďĺŋśšćěŋŋőśšĺ ćőśŕőńĳğşěňś£ ăńčőřĺšňőň, ŕřĺćěďěŋŋżň ć řěÿěŋĺĺ ŕőďčőšőćĺšěńĳŋőľ ğăďăůĺ 12, ďőŕőńŋĺć ěčő ŕřĺňěŋĺšěńĳŋő ł ŋăÿěňş ąěśłőŋěůŋőňş čřăťş.

Řăśśňőšřĺň \şčńőćőľ łćăďřăš" řăğňěřă m × m. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ Q(m) ŕşšĳ ďńĺŋż 2 · (m + 1), śőěďĺŋ£¿źĺľ ćěřÿĺŋż b ĺ r, ŕěřćőě řěąřő łőšőřőčő śőěďĺŋ£ěš b ĺ ćěřÿĺŋş ć ŕřăćőň ćěřţŋěň şčńş łćăďřăšă, ŕőśńěďş¿źĺě řěąřă ńěęăš ŋă ćŋěÿŋěľ čřăŋĺűě łćăďřăšă, ă ŕőśńěďŋěě śőěďĺŋ£ěš ćěřÿĺŋş ć ńěćőň ŋĺęŋěň şčńş łćăďřăšă ś r. Šăłĺň őąřăğőň, Q(m) őšďěń£ěš şčńőćőľ łćăďřăš őš őśšăńĳŋőľ ůăśšĺ čřăťă.

Ďőŕőńŋĺň šěŕěřĳ ăńčőřĺšň śńěďş¿źĺň őąřăğőň:

ă) ďőłăęěň, ůšő ďń£ ćś£łőčő G_n śşźěśšćşěš ćŋěÿŋĺľ ŕşšĳ (šő ěśšĳ ăńčőřĺšň ŋě őśšăŋőćĺšś£); ą) ďőłăęěň, ůšő ďń£ ćś£łőčő G_n śşźěśšćşěš (łőřřěłšŋő őŕřěďěńěŋ) ćŋěÿŋĺľ ŕşšĳ ŋăĺąőńĳÿěčő ŋăłńőŋă;

ć) ŕşśšĳ, łăł šőńĳłő śřěďĺ ćŋěÿŋĺţ ŕşšěľ ŋăĺąőńĳÿěčő ŋăłńőŋă ěśšĳ ŕşšĳ Q(m_0), ňż ŕřĺśőěďĺŋ£ěň ĺňěŋŋő ěčő (ă ŋě ń¿ąőľ ĺğ ¡šĺţ ćŋěÿŋĺţ ŕşšěľ, łăł řăŋĳÿě). Šőčďă ďőłăęěň, ůšő ń¿ąőľ ĺğ Q(m) ąşďěš ŋă ŋěłőšőřőň ÿăčě ŕřĺśőěďĺŋěŋ ł őůěřěďŋőňş ŕőďčřăťş łăł ćŋěÿŋĺľ ŕşšĳ; č) ďőłăęěň, ůšő ěśńĺ ćżŕőńŋěŋő şśńőćĺě ć), šő ń¿ąőě řěąřő čřăťă G ąşďěš ŕřĺśőěďĺŋěŋő ŋă ŋěłőšőřőň ÿăčě, šő ěśšĳ ∪_n G_n = G.

Őůěćĺďŋő, ůšő ťşŋłűĺ£, ŕőśšřőěŋŋă£ ś ŕőňőźĳ¿ ďőŕőńŋěŋŋőčő ăńčőřĺšňă, ąşďěš ťşŋłűĺěľ Řĺůňăŋă ďń£ čřăťă G.

ă) Šăł łăł ćśě ćŋěÿŋĺě ŕşšĺ ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ łőŋěůŋż, šő ĺ ćśě čřăťż G_n łőŋěůŋż. Ŕő¡šőňş ŋěłőšőřżľ ŕşšĳ Q(m) £ćń£ěšś£ ćŋěÿŋĺň.

ą) Š. ł. čřăť G ąěśłőŋěůěŋ, šő ş čřăťă G_n ąěśłőŋěůŋő ňŋőčő ćŋěÿŋĺţ ŕşšěľ. Ŋşęŋő ďőłăğăšĳ, ůšő ňăłśĺňşň ĺţ ŋăłńőŋőć ďőśšĺčăěšś£. Š. ł. G_n łőŋěůěŋ, ďőśšăšőůŋő ŕőłăğăšĳ, ůšő ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőľ ŕăřż ćěřÿĺŋ u ĺ v čřăťă G_n, łőšőřżě ňőęŋő śőěďĺŋĺšĳ ŋěłőšőřżň ćŋěÿŋĺň ŕşšěň, ďőśšĺčăěšś£ ňăłśĺňşň ŋăłńőŋőć ćŋěÿŋĺţ ŕşšěľ ś łőŋűăňĺ ć ¡šĺţ ćěřÿĺŋăţ.

Ěśńĺ c = |R_n(v) − R_n(u)| = 0, šő ňăłśĺňşň ďőśšĺčăěšś£ ŋă ń¿ąőň ĺğ ŕşšěľ. Ěśńĺ c > 0, šő ŋăłńőŋ ćŋěÿŋěčő ŕşšĺ ďńĺŋż k řăćěŋ c=k. Š. ł. ş ń¿ąőčő ŕőďňŋőęěśšćă ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń śşźěśšćşěš ŋăĺňěŋĳÿĺľ ¡ńěňěŋš, šő ş ŋăÿěčő ňŋőęěśšćă ćśěţ ŋăłńőŋőć śşźěśšćşěš ŋăĺąőńĳÿĺľ ¡ńěňěŋš c=k_0, šő ěśšĳ ćŋěÿŋĺľ ŕşšĳ ŋăłńőŋă c=k_0 ĺ £ćń£ěšś£ ŕşšěň ś ŋăĺąőńĳÿĺň ŋăłńőŋőň.

ć) Ŋă ŕěřćőň ÿăčě ňż ŕřĺśőěďĺŋ£ěň łřăšůăľÿĺľ ŕşšĳ, śőěďĺŋ£¿źĺľ b ĺ r, šő ěśšĳ Q(0). Ŕşśšĳ řăŋěě şęě ążńĺ ŕřĺśőěďĺŋěŋż ŕşšĺ Q(1); : : : ; Q(m − 1), ĺ ł őůěřěďŋőňş ŕőďčřăťş G_n ňż ŕřĺśőěďĺŋĺńĺ

ŕşšĳ Q(m) ŋăłńőŋă s = 1 2(m + 1)

. Šěŕěřĳ ćśě ćŋěÿŋĺě ŕşšĺ ŕőďčřăťă G_{n+1} ńĺąő £ćń£¿šś£ řěąřăňĺ

ćŋşšřĺ \şčńőćőčő łćăďřăšă" m × m, ńĺąő śőěďĺŋ£¿š ďćě ćěřÿĺŋż Q(m) ĺ ŕřőţőď£š ćŋě łćăďřăšă. Ďőśšăšőůŋő ďőłăğăšĳ, ůšő ń¿ąőľ ĺğ ŕşšěľ ćšőřőčő šĺŕă ĺňěěš ŋăłńőŋ, ŋě ŕřěćőśţőď£źĺľ ŋăłńőŋă Q(m + 1), šő ěśšĳ 1=2(m + 2).

Ěśńĺ ¡šőš ŕşšĳ śőěďĺŋ£ěš ćěřÿĺŋż, ğŋăůěŋĺ£ R_{n+1} ć łőšőřżţ őšńĺůăńĺśĳ ŋă ks, 1 ≤ k ≤ m + 1, šő ¡šőš ŕşšĳ, łăł ńěčłő ćĺďěšĳ, ĺňěěš ďńĺŋş ŋě ňěŋěě k + 1, ĺ ěčő ŋăłńőŋ | ŋě ňěŋěě ks=(k + 1). ks k + 1 ≤ 1 2(m + 2) ⇐⇒ k k + 1 ≤ m + 1 m + 2

⇐⇒ k ≤ m + 1:

Ěśńĺ ęě m + 2 ≤ k ≤ 2(m + 1), šő ďńĺŋă ŕşšĺ ŋě ňěŋěě k + 2 (ŕřĺţőďĺšś£ \őčĺąăšĳ şčőń"). ks k + 2 ≤ 1 2(m + 2) ⇐⇒ k k + 2 ≤ m + 1 m + 2 ⇐⇒ ⇐⇒ km + 2k ≤ mk + k + 2m + 2 ⇐⇒ k ≤ 2m + 2

č) Ŕşśšĳ řěąřő ŋě £ćń£ěšś£ ůăśšĳ¿ ŋĺłăłőčő Q(m). Šőčďă, łăł őšňěůăńőśĳ ćżÿě, őďŋă ĺğ ěčő ćěřÿĺŋ ŋăţőďĺšś£ ŋă ŕşšĺ Q(l), ă ďřşčă£ | ŋă Q(l+1). Ěčő ŋăłńőŋ ŕőńőęĺšěńěŋ (¡šő śńěďşěš ĺğ śŕőśőąă ğăďăŋĺ£ ťşŋłűĺĺ ŋă ćŋěÿŋĺţ ŕşš£ţ). Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ęě ŋăłńőŋőć ŕřĺśőěďĺŋ£ěňżţ ćŋěÿŋĺţ ŕşšěľ śšřěňĺšś£ ł ŋşń¿ (š. ł. őŋă ŋě ćőğřăśšăěš ĺ śőďěřęĺš ćśě ůĺśńă ćĺďă 1=2(m+1)). Śńěďőćăšěńĳŋő, ¡šő řěąřő ŋă ŋěłőšőřőň ÿăčě ąşďěš ŕřĺśőěďĺŋěŋő łăł ćŋěÿŋĺľ ŕşšĳ.

Ĺšăł, ťşŋłűĺ£ Řĺůňăŋă čřăťă G ŕőśšřőěŋă: ďń£ ůěřŋőľ ćěřÿĺŋż v ś łőőřďĺŋăšăňĺ (x; y) (x ĺ y | űěńżě ůĺśńă, śň. řĺś.)

R(v) = y 2x ; x ≥ y 1 − x 2y ; x < y:

Ďőłăęěň ěě ěďĺŋśšćěŋŋőśšĳ.

Ŕşśšĳ R^′ | ďřşčă£ ťşŋłűĺ£ Řĺůňăŋă. Ŕşśšĳ v | ŕěřćă£ ćěřÿĺŋă, ŋăľďěŋŋă£ ăńčőřĺšňőň, ć łőšőřőľ R(v) ≠ R^′(v). Ŕşśšĳ őŋă ążńă ďőąăćńěŋă ł čřăťş G_n łăł ůăśšĳ ćŋěÿŋěčő ŕşšĺ v_0 : : : v : : : v_l ŋăłńőŋă s. Ŋě őčřăŋĺůĺćă£ őąźŋőśšĺ, ¡šő ŕěřćă£ šăłă£ ćěřÿĺŋă v_i ŋă ¡šőň ŕşšĺ, ůšő R(v_i) ≠ R^′(v_i).

Řăśśňőšřĺň ťşŋłűĺ¿ R^′. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ŋěłőšőřőě řěąřő w_0w_1 =∈ E_n ĺňěěš ŋăłńőŋ ´ > s (śőčńăśŋő R^′). Ŋě őčřăŋĺůĺćă£ őąźŋőśšĺ, R^′(w_1) = R^{′+}(w_0). Ŕřőďőńęĺň ¡šő řěąřő ďő ŕşšĺ w_0w_1w_2 : : :, šăł ůšő R^′(w_{i+1}) = R^{′+}(w_i). Śőčńăśŋő ŕřăćĺńş Řĺůňăŋă, ŋăłńőŋ łăęďőčő řěąřă ŕő łřăľŋěľ ňěřě ´, ŕő¡šőňş ŕşšĳ ğăłőŋůĺšś£ ć ćěřÿĺŋě r ∈ V_n. Ŕşśšĳ w_m | ŕěřćă£ ćěřÿĺŋă ŕşšĺ, ŕřĺŋăďńěęăźă£ V_n. Ăŋăńőčĺůŋő ŕőśšřőĺň ŕşšĳ w_0w_{−1}w_{−2} : : : w_{−k} , čďě R^′(w_{−i−1}) = R^{′−}(w_{−i}), ă w_{−k} | ŕěřćă£ ćěřÿĺŋă ŕşšĺ, ŕřĺŋăďńěęăźă£ V_n.

Ŋăłńőŋ łăęďőčő řěąřă ŕşšĺ w_{−k} : : : w_0 : : : w_m ŕő łřăľŋěľ ňěřě ´ (śőčńăśŋő R^′), ŕő¡šőňş ĺ ŋăłńőŋ ćśěčő ŕşšĺ ŕő łřăľŋěľ ňěřě ´ > s. Š. ł. ŋă ŕőďčřăťě G_n R ĺ R^′ śőćŕăďă¿š, šő ŋăłńőŋż őďŋőčő ĺ šőčő ęě ćŋěÿŋěčő ŕşšĺ őďĺŋăłőćż ďń£ őąěĺţ ťşŋłűĺľ. Ŋő, ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, ćŋěÿŋĺţ ŕşšěľ ś ŋăłńőŋőň ąőńĳÿě s ŋěš.

Ĺšăł, ŋĺłăłőě řěąřő ĺğ E\E_n ŋě ňőęěš ĺňěšĳ ŋăłńőŋ ąőńĳÿě s. Śńěďőćăšěńĳŋő, łăęďőě řěąřő ŕşšĺ v_0 : : : v : : : v_l ĺňěěš ŋăłńőŋ ŋě ąőńěě ůěň s. Ŋő R(v_l) − R(v_0) = R^′(v_l) − R^′(v_0) = ls, šăł ůšő ŋăłńőŋ łăęďőčő řěąřă | řőćŋő s. Šăłĺň őąřăğőň, R^′(v_i) = R^′(v_0) + is = R(v_i). Ŕřőšĺćőřěůĺě.

Ĺčřă Řĺůňăŋă ś ŋěŕőńŋőľ ĺŋťőřňăűĺěľ. 1. Ćőš śšřăšěčĺ£ Śĺŋěčő: ěśńĺ ťĺÿłă ŋăţőďĺšś£

ć ćěřÿĺŋě v, šő őŋ ďőńęěŋ ŕřěďńőęĺšĳ ğă ţőď

X =^R(^v)^{− R−}(^v)

R(v) B ďőńńăřőć.

Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő Śĺŋĺľ ćżĺčřżćăěš ŕřăćő ŕěřěďćĺęěŋĺ£ ťĺÿłĺ ĺ ŕěřěďćĺčăěš ě-ě ć ćěřÿĺŋş u. Ěčő łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ ¡šőň ňěŋ£ěšś£ c B B+R R(v) ŋă B−X B+R R(u) : Ŋő ¡šĺ ğŋăůěŋĺ£ řăćŋż, ŕőśłőńĳłş

B − X B = 1^− X B = 1^−

R(v) − R(u) R(v) = R(u) R(v) : Ŕřěďŕőńőęĺň šěŕěřĳ, ůšő Łřăśŋżľ ćżĺčřżćăěš ŕřăćő ŕěřěďćĺęěŋĺ£ ťĺÿłĺ ĺ ŕěřěďćĺčăěš ě-ě ć ćěřÿĺŋş z. Šőčďă łő¡ťťĺűĺěŋš Śĺŋěčő ĺğňěŋ£ěšś£ c B B+R R(v) ŋă B+Y B+R R(z) ≥ B+X B+R R(w) = B B+R R(v)

(Y ≥ X);

(čďě R(w) = R^+(v)), ŕőśłőńĳłş

B + X B = 1 + X B = 1 +

R(w) − R(v) R(v) = R(w) R(v) : Ć őąőĺţ śńşůă£ţ łő¡ťťĺűĺěŋš ŋě şążćăěš. Ć ůăśšŋőśšĺ, őŋ ćśěčďă őśšăěšś£ ąőńĳÿě 1. Ěśńĺ ęě ťĺÿłă őłăğżćăěšś£ ć ćěřÿĺŋě r, šő

k_b(r) = B B+R R(r) = B B + R^≤ 1^:

Ŕřĺÿńĺ ł ŕřőšĺćőřěůĺ¿. Ğŋăůĺš, ťĺÿłă ŋĺłőčďă ŋě ŕőŕăďěš ć łřăśŋş¿ ćěřÿĺŋş. Ă ŕőśłőńĳłş čřăť ŋě ĺňěěš űĺłńőć, šő ĺčřă łőŋěůŋă, ĺ őŋă ğăłőŋůĺšś£ ŕőąěďőľ Śĺŋěčő.

2. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ŋă ŋěłőšőřőň ÿăčě Łřăśŋżľ ŕřěďńőęĺń ŋă "B > 0 ąőńĳÿě, ůěň Śĺŋĺľ, ĺ ŕěřěţőďĺš, ŋăŕřĺňěř, ĺğ ćěřÿĺŋż v ć w. Ěśńĺ ć v Śĺŋĺľ ążń ć ąńăčőŕřĺ£šŋőľ śĺšşăűĺĺ (k_b(v) > 1), šő őąźěě łőńĺůěśšćő ďěŋěč B + R < B=R(v). Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ŕőśńě ¡šőčő ÿăčă Śĺŋĺľ ĺňěěš

B + X + "B = ( 1 + R(v) − R(u)

R(v) + " ) B = = ( 2R(v) − R(u)

R(v) + " ) B ≥ ( R(w) R(v) + " ) B; šăł ůšő ďőń£ ďěŋěč Śĺŋěčő B B + R^{> R}(^w) +^{"R}(^v)^:

Őůěćĺďŋő, Śĺŋĺľ ňőęěš ŕřőćěśšĺ ¡šĺ ćżůĺśńěŋĺ£, ŋě ğŋă£ R.

Š. ł. R(w) + "R(v) > R(w; t) ďń£ ŋěłőšőřőčő t, Śĺŋĺľ, ďěľśšćş£ ć ŕřěďŕőńőęěŋĺĺ, ůšő k_b(v) > 1, ćżĺčřżćăěš ŋě ąőńěě ůěň ğă t ÿăčőć, ěśńĺ ¡šő ŕřěďŕőńőęěŋĺě ćěřŋő. Ĺšăł, ěśńĺ Łřăśŋżľ ŋă ŋěłőšőřőň ÿăčě śšăćĺš ąőńĳÿě Śĺŋěčő, šő Śĺŋĺľ ćżĺčřżćăěš. Łřăśŋőňş őśšăěšś£ ŕőńăčăšĳś£ ŋă ĺśţőďż ąřőśăŋĺ£ ňőŋěšż.

Ŕő Ńěňňě ł ğăďăůě 3 śěřĺĺ 1, b ∈ —v ŕřĺ ń¿ąőľ ćěřÿĺŋě v, ć łőšőřőľ ňőęěš ŋăţőďĺšĳś£ Śĺŋĺľ. Řăśśňőšřĺň ćśě ŕşšĺ ĺğ v ć b, ĺď£ ŕő łőšőřżň, ňż łăęďżľ řăğ ŕěřěţőďĺň ĺğ šěłşźěľ ćěřÿĺŋż v_n ć ćěřÿĺŋş, čďě ďőśšĺčăěšś£ R^−(v_n). Ŕşśšĳ N(v) | ŋăĺąőńĳÿă£ ĺğ ďńĺŋ ¡šĺţ ŕşšěľ, ă N = max_{v:R(v)<1} N(v).

Őůěćĺďŋő, ůšő Śĺŋěňş ďőśšăšőůŋő ćżĺčřăšĳ N ąřőśăŋĺľ ŕőďř£ď. Łřăśŋőňş ęě, ůšőąż ĺčřă ŕřőďőńęăńăśĳ ąěśłőŋěůŋő, ŋěőąţőďĺňő (ŋő ŋě őą£ğăšěńĳŋő ďőśšăšőůŋő), ůšőąż ŕřĺ ąěśłőŋěůŋőň łőńĺůěśšćě ąřőśăŋĺľ ňőŋěšż ŋě ążńő N ćżĺčřżÿěľ Śĺŋěčő ŕőďř£ď. Ć ¡šőň śňżśńě Śĺŋĺľ ŕőůšĺ ćśěčďă ćżĺčřżćăěš (ĺ ŕřĺ ¡šőň ŋĺłőčďă ŋě ŕřőĺčřżćăěš).