Řěÿěŋĺ£ ğăďăů ŕřő ďřőąŋżě ůăśšĺ

Śěřĺ£ A. Őąźă£ ňěšřĺůěśłă£ šěőřĺ£.

Ĺŋťőřňăűĺ£ ő łőŋłřěšŋżţ ŕřěďěńĳŋżţ šőůłăţ ĺğćěśšŋă šőńĳłő ďń£ ůĺśěń Ŕĺğő (śň. śěř. B). Ć őąźěň śşůăě ňőęŋő ĺğşůăšĳ ůĺśńă, ŕřěďěńĳŋżě šőůłĺ ďřőąŋżţ ůăśšěľ śšěŕěŋěľ łőšőřżţ ńěęăš ć ďăŋŋőň ĺŋšěřćăńě. İšőňş ĺ ŕőść£źěŋă ŋăśšő£źă£ śěřĺ£.

Ŕőśšřőěŋĺě ůĺśńă ¸, ďřőąŋżě ůăśšĺ śšěŕěŋěľ łőšőřőčő ńěęăš ć ďăŋŋőň ĺŋšěřćăńě őśşźěśšćń£ěšś£ ňěšőďőň ŕőśńěďőćăšěńĳŋżţ ŕřĺąńĺęěŋĺľ.

Ŕşśšĳ ďń£ ń¿ąőčő ¸ ĺğ őšřěğłă [˛; ‚] ďřőąŋżě ůăśšĺ ěčő śšěŕěŋěľ {¸^k} ŕřĺ k 6 k_0 ğăłń¿ůěŋż ć ŋşęŋżţ ŕřěďěńăţ. Ŋăŕřĺňěř, ŕřĺŋăďńěęăš őšřěğłş [1=3; 2=3]. Šőčďă ć ř£ďě śńşůăěć ňőęŋő şłăğăšĳ šăłőľ őšřěğőł [˛^′; ‚^′] ⊂ [˛; ‚], ůšő {¸^{k0+1} šăłęě ğăłń¿ůěŋă ć ŋşęŋżţ ŕřěďěńăţ (ŋăŕřĺňěř, ŕřĺŋăďńěęĺš őšřěğłş [1=3; 2=3]).

Śĺśšěňă őšřěğłőć [˛^{(s)}; ‚^{(s)}] śš£čĺćăěšś£ ć šőůłş. Řěÿěŋĺě ğăďăůĺ A5 őśŋőćăŋő ŋă šőň, ůšő ć ř£ďě śńşůăěć ŕřőűěśś ŕőśšřőěŋĺ£ śĺśšěňż śš£čĺćă- ¿źĺţś£ őšřěğłőć őśşźěśšćń£ěšś£ őďŋőğŋăůŋő.

Śťőřňşńĺřşěň ŋěśłőńĳłő šěţŋĺůěśłĺţ ńěňň, őťőřňń£¿źĺţ ŕřĺćěďěŋŋżě ćżÿě śőőąřăęěŋĺ£.

Ńěňňă 1. a) Ŕşśšĳ 0 < ˛ < ‚. Šőčďă ďń£ ń¿ąőčő ŋăšşřăńĳŋőčő k ĺňěěš ňěśšő ŋěřăćěŋśšćő:

˛|‚^k − ˛^k | < |‚^{k+1} − ˛^{k+1}| < ‚|‚^k − ˛^k |

ą) Ŕşśšĳ c < ˛ < ‚ < c + 1, ŕřĺůěň c > 2"^{−1} ĺ " = |‚^k − ˛^k|. Šőčďă ďń£ ń¿ąőčő őšřěğłă [—_1; —_2] ⊆ [0; 1] ďńĺŋż " śşźěśšćşěš őšřěğőł [˛^′; ‚^′] ⊆ [˛; ‚] šăłőľ, ůšő {˛^{′k+1}} = —_1, {‚^{′k+1}} = —_2 ĺ, łřőňě šőčő ∀t ∈ [˛^′; ‚^′] {t^{k+1} ∈ [—_1; —_2]:

ć) Ŕşśšĳ c < ˛ < ‚ < c + 1; [˛^′; ‚^′] ⊆ [˛; ‚]; ˛^{′k+1} = —_1; ‚^{′k+1} = —_2 ĺ őšőąřăęěŋĺě ’ : x → x^{k+1} ŕěřěćőďĺš őšřěğőł [˛^′; ‚^′] ć őšřěğőł [d+—_1; d+ —_2], 0 6 —_1 < —_2 6 1, c ∈ N. Šőčďă ďńĺŋă őšřěğłă [˛^′; ‚^′] ŋě ŕřěćőśţőďĺš |—_2 − —_1| · ˛^{−(k+1)}.

č) Ŕşśšĳ c < ˛ < ‚ < c + 1, ŕřĺůěň c + 1 6 1=2"^{−1} ĺ " = |‚^k − ˛^k|. Šőčďă ŕřőőąřăğ őšřěğłă [—_1; —_2] ⊆ [0; 1] ďńĺŋż " ŕřĺ őšőąřăęěŋĺĺ ’ ěśšĳ ńĺąő ŕşśšőě ňŋęěśšćő, ńĺąő őšřěğőł, ďńĺŋă łőšőřőčő ŋě ŕřěćőśţőďĺš |—_2 − —_1| · ˛^{−(k+1)}.

Ďőłăğăšěńĳśšćő.ŕ.ă) ŕřőćěř£ěšś£ ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő. ŕŕ.ą) ĺ ć) ćżšěłă- ¿š ĺğ ă). Őšňěšĺň, ůšő ć śĺńş şśńőćĺ£ c > 3"^{−1} őąřăğ őšřěğłă [˛; ‚] ŕřĺ őšőąřăęěŋĺĺ ’ ĺňěěš ďńĺŋş ŋě ňěŋĳÿě 3, ĺ ŕő¡šőňş ŕřőőąřăğ őďŋőčő ĺğ őšřěğłőć z + —_1; z + —_2 čďě z ∈ Zěśšĳ šăłőľ őšřěğőł [˛^′; ‚^′] ⊆ [˛^′; ‚^′], ůšő ’(˛^′) = z + —_1, ’(‚^′) = z + —_2. Ć ŕřěďŕŕőńőęěŋĺĺ ŕ.ć) ďńĺŋă őąřăğă őšřěğłă [˛; ‚] ňěŋĳÿě 1=2, ŕő¡šőňş ŕřőőąřăğ ń¿ąőčő őšřěğłă ěśšĳ ść£ğŋőě ňŋőęěśšćő ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, őšřěğőł. Ŕő¡šőňş ŕ.č) śńěďşěš ĺğ ŕ.ă).

Ğăďăůă A1 ěśšĳ ůăśšŋżľ śńşůăľ ğăďăůĺ A3. Ğăďăůă A3 ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő śńěďşěš ĺğ ŕŕ.ą) ć) ŕřěďżďşźěľ ńěňňż ĺ ńěňňż ő ćńőęěŋŋżţ őšřěğłăţ 1

Ńěňňă 2 (Ő ćńőęěŋŋżţ őšřěğłăţ). Ń¿ąă£ śĺśšěňă őšřěğłőć ´_i šăłă£ ůšő ŕřĺ ćśěţ i ĺ j ńĺąő ´_i ⊆ ´_j ńĺąő ´_j ⊆ ´_i ĺňěěš ŋěŕşśšőě ŕěřěśěůěŋĺě.

Ğăďăůă A2 ćżšěłăěš ĺğ ńěňňż ő ćńőęěŋŋżţ őšřěğłăţ ă šăłęě śńěďş¿- źěčő şšćěřęďěŋĺ£:

Ńěňňă 3. Ŕşśšĳ 1 < ˛‚. Šőčďă ďń£ ŋěłőšőřőčő N_0 ďń£ ćśěţ ŋăšşřăńĳŋżţ n > N_0 ŋăľďěšś£ őšřěğőł [˛^′; ‚^′] ⊆ [˛; ‚] ĺ ůĺśńő k ∈ N šăłĺě, ůšő n < ˛^k < gamma^k < n + 1.

Ć ğăďăůě A4 őšćěš \ŋě őą£ğăšěńĳŋő". Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő ğăďăůă A4 śńěďşěš ĺğ řěğşńĳšăšă ğăďăůĺ A5, ŕő¡šőňş ňż őčřăŋĺůĺňś£ řěÿěŋĺěň ŕőśńěďŋěľ.

Ŕěřěľďěň ł řěÿěŋĺ¿ ğăďăůĺ A5. Ĺğ ŕ.č) ńěňňż 1 ŕőńşůăěšś£ Śńěďśšćĺě 1. Ŕşśšĳ n > 2(c + 1), 0 6 k < N, —_1 = k=n, —_2 = (k + 1)=n, s; t ∈ N. Šőčďă ŋă őšřěğłě [c; c + 1] śşźěśšćşěš ŋě ąőńěě őďŋőľ šőůłĺ ¸, şďőćńěšćőř£¿źěľ şśńőćĺ£ň:

1. ¸^t ∈ [s; s + 1] 2. {alpha^m} ∈ [—_1; —_2] ŕřĺ ćśěţ m > t.

Ďń£ řěÿěŋĺ£ ğăďăůĺ A5 ďőśšăšőůŋő őšňěšĺšĳ śńěďş¿źěě:

B Ěśńĺ limn→∞{¸^n} = ‚, šő ŋăľďěšś£ śłőńĳşčőďŋő ąőńĳÿőě ŋăšşřăńĳŋőě

n ă šăłęě ůĺśńă k; c; s; t šăłĺě, ůšő ŋăąőř < ¸; n; k; c; s; t > şďőćńěšćőř£ěš şśńőćĺ£ň śńěďśšćĺ£ 1

B Ňŋőęěśšćő ŋăąőřőć ĺğ ŕ£šěřőł ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń < n; k; c; s; t >

śůěšŋő.

B Ć śĺńş śńěďśšćĺ£ 1 łăęďżľ šăłőľ ŋăąőř őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěš ůĺśńő

¸ (ńĺąő šăłőčő ¸, łőšőřőě śőőšćěšśšćőćăńő ąż ¡šőňş ŋăąőřş ŋěš). Šăłĺň őąřăğőň, ňŋőęěśšćő ůĺśěń ¸, ďń£ łőšőřżţ śşźěśšćşěš ŕřěďěń lim_{n→∞}{¸^n} ŋě ąőńěě ůěň śůěšŋő. Śőššćěšśšćěŋŋő, ňŋőęěśšćő ůĺśěń ‚, £ćń£¿źĺţś£ ğŋăůěŋĺ£ňĺ šăłĺţ ŕřěďěńőć, šăłęě ŋě ąőńěě ůěň śůěšŋő. Ŕő- ¡šőňş ěśšĳ šăłőě ‚, ůšő ŕřĺ ćśěţ ¸ ŋě ćżŕőńŋ£ěšś£ řăćěŋśšćő lim_{n→∞}{¸^n} = ‚. Ğăďăůă A5 řěÿěŋă.

Řěÿěŋĺě ğăďăů śěřĺĺ C.

Ěśńĺ ŕěřćă£ űĺťřă ůĺśńă ¸^q řăćŋă l, šő ŕřĺ ŋěłőšőřőň ŋăšşřăńĳŋőň k ćżŕőńŋ£ěšś£ ŋěřăćěŋśšćő l · 10^k 6 ¸^q < (l + 1) · 10^k ĺńĺ lg l 6 q lg ¸ − k < lg(l + 1). Šőčďă k = [q lg ¸] ĺ q lg ¸ − k = {q lg ¸}. Šăłĺň őąřăğőň, şśńőćĺě \ŕěřćă£ űĺťřă ůĺśńă ¸^q ěśšĳ l" řăćŋőśĺńĳŋő şśńőćĺ¿ {q lg ¸} ∈ [lg l; lg(l+1)) (lg őąőğŋăůăěš ďěś£šĺůŋżľ ńőčăřĺťň).

Ŕěřćă£ űĺťřă ůĺśńă ¸^{qn} őŕřěďěń£ěšś£ ŕőńőęěŋĺěň šőůłĺ q^n lg ¸ őšŋőśĺšěńĳŋő śĺśšěňż šőůěł A = {0; lg 2; : : :; lg(9)}. Ďń£ řěÿěŋĺ£ ğăďăůĺ Ś1 ďőśšăšőůŋő őšňěšĺšĳ śńěďş¿źěě:

B Řăśŕőńőęěŋĺě šőůěł x ĺ {2x} őšŋőśĺšěńĳŋő A őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěš

ŕěřćş¿ ďćőĺůŋş¿ űĺťřş ůĺśńă x.

B Ŕěřćă£ ďćőĺůŋă£ űĺťřă ůĺśńă {2^nx} śőćŕăďăěš ś n-őľ ďćőĺůŋőľ űĺ-

ťřőľ ůĺśńă x.

B Ěśńĺ x = lg(¸) =∈ Q, šő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ űĺťř ć ďćőĺůŋőň řăğńő-

ęěŋĺĺ ůĺśńă x ŋěŕěřĺőďĺůŋă.

Ĺğ ¡šĺţ ŋăąń¿ďěŋĺľ ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő śńěďşěš řěÿěŋĺě ğăďăůĺ C2ă) (ă, ğŋăůĺš, ĺ C1) ĺ, łřőňě šőčő, ğăďăůĺ C4. Ăŋăńőčĺůŋő (ś ĺśŕőńĳğőćăŋĺěň šřőĺůŋőľ ğăŕĺśĺ) ďőłăğżćăěšś£, ůšő ěśńĺ lg ¸ =∈ Q, šő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŕěřćżţ űĺťř ůĺśěń ¸^{3n} ŋěŕěřĺőďĺůŋă.

Ŕőłăęěň, ůšő ďń£ łăęďőčő ‚ = 4; : : :; 10 ŋăľďěšś£ łőŋšĺŋŋşşň ůĺśěń¸ šăłĺţ ůšő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŕěřćżţ űĺťř ůĺśěń ¸^{γn} ŕěřĺőďĺůŋă. Šěň śăňżň ąşďşš řěÿěŋż ğăďăůĺ C2ą) ĺ Ś3. Ćŋăůăńě ąşďěš řăśśňőšřěŋ śńşůăľ ‚ = 4, ă ğăšěň ąşďěš ŕőłăğăŋő, łăł ćĺďőĺğňěŋĺšĳ řăśśşęďěŋĺ£ ďń£ őśšăńĳŋżţ ‚.

Ŕşśšĳ ’(x) = {4x}. ’ őšőąřăęăěš őšřěğőł [0; 1] ć śěą£, ŕřĺ ¡šőň šőůłĺ 0 ĺ 1 śůĺšă¿šś£ śłńěěŋżňĺ, ă őšřěğőł śő śłńěěŋżňĺ łőŋűăňĺ ěśšĳ őłřşęŋőśšĳ. Ŋăğőćěň őšřěğőł ´ ⊆ [0; lg(2)] ţőřőÿĺň, ěśńĺ śşźěśšćşěš šăłőě k_0 ∈ N, ůšő

1. ’^{(k)}(´) ⊆ [0; lg(2) ŕřĺ k 6 k_0. 2. ’^{(k0)}(´) = [0; lg(2) ’^{(k)}(x) ěśšĳ ’(’(: : :x) : : :) (k řăğ).

Ńěňňă 4. ă) ∀" > 0∃‹0 < ‹ < " šăłőě, ůšő őšřěğőł [0; ‹] £ćń£ěšś£ ţőřőÿĺň.

ą) ∃‹ > 0 šăłőě, ůšő őšřěğőł [1=4; 1=4 + ‹] £ćń£ěšś£ ţőřőÿĺň. ć) Ŕşśšĳ ´ { ţőřőÿĺľ őšřěğőł. Šőčďă śşźěśšćş¿š ďćă ŋěŕěřěśěłă- ¿źĺţś£ ţőřőÿĺţ őšřěğłă ´^′ ĺ ´^{′′},śőďěřęăźĺěś£ ć ´. Ŕřĺ ¡šőň ďńĺŋż őšřěğłőć ´^′ ĺ ´^{′′} ňěŋĳÿě ŕőńőćĺŋż ďńĺŋż őšřěğłă ´.

Ďőłăğăšěńĳśšćő.ŕ.ă) őůěćĺďěŋ. ŕ.ą) ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő śńěďşěš ĺğ a). ć) śńěďşěš ĺğ ŕŕ. ă) ĺ ą).

Ńěňňă 5. Ŕşśšĳ śĺśšěňă őšřěğłőć ´^j_i šăłőćă, ůšő

B Ěśńĺ i1 ≠ i2, šő őšřěğłĺ ´^j_{i1} ĺ ´^j_{i2} ŋě ŕěřěśěłă¿šś£.
B Łăęďőňş őšřěğłş ´^j_i śőšćěšśšćşěš ŕăřă őšřěğłőć ´^{j+1}_{i1} ĺ ´^{j+1}_{i2} ,

śőďěřęăźĺţś£ ć ´^j_i .

Šőčďă ŕěřěśěůěŋĺě ňŋőęěśšć M_j = S_i ´^j_i ĺňěěš ňőźŋőśšĳ łőŋšĺŋşşň.

Ďőłăğăšěńĳśšćő.Śőŕőśšăćĺň łăęďőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ďńĺŋż j ĺğ 0 ĺ 1 őšřěğőł ćĺďă ´^j_i . Ąşďěň ¡šő ďěńăšĳ ŕő ĺŋďşłűĺĺ. Ěśńĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ u śőŕőśšăćńěŋ őšřěğőł ´^j_i , šő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ u0 śőŕőśšăćĺň őšřěğőł ´^{j+1}_{i1} , ă ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ u1 { őšřěğőł ´^{j+1}_{i2} . Ďăńěě, ąěśłőŋěůŋőňş śńőćş ĺğ 0 ĺ 1 śőŕőśšăćĺň ŕěřěśěůěŋĺě őšřěğłőć, őšćěůă¿źĺţ ěčő ŋăůăńĳŋżň ŕőďśńőćăň. Őśšăěšś£ ğăňěšĺšĳ, ůšő ňŋőęěśšćă, śőőšćěšśšćş¿- źĺě řăğńĺůŋżň ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśš£ň ŋě ŕěřěśěłă¿šś£, ă śăňő ňŋőęěśšćő ćśěţ ąěśłőŋěůŋżţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ ĺğ 0 ĺ 1 ĺňěěš ňőźŋőśšĳ łőŋšĺŋş- şň. Ĺğ ńěňň 4 ĺ 5 ćżšěłăěš řěğşńĳšăš ğăďăůĺ A3 ďń£ ‚ = 4. Ďń£ ‚ = 5; : : :; 10 řăśśşęďěŋĺ£ ăŋăńőčĺůŋż, šőńĳłő ćňěśšő őšőąřăęěŋĺ£ ’(x) = {4x} řăśśňăšřĺćăěšś£ őšőąřăęěŋĺě x → {‚x}. Ćňěśšő őšřěğłőć [1=4; 1=4 + ‹] řăśśňăšřĺćă¿šś£ őšřěğłĺ ćĺďă [1=‚; 1=‚+‹]. Ŕőŋ£šĺě \ţőřőÿěčő őšřěğłă" šăłęě ěśšěśšćěŋŋżň őąřăğőň ćĺďőĺğňěŋ£ěšś£.

Ğăďăůă D5ă) ŕőńşůăěšś£ ĺğ šăłőčő ťăłšă: ŕřĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőň şďćőěŋĺĺ ůĺśńă, ňěŋĳÿěčő ěďĺŋĺűż ć łăłőľ-šő ňőňěŋš ŕőńşůăěšś£ ůĺśńő ĺğ őšřěğłă [1=3; 2=3]. Ć śăňőň ďěńě. Ćőğĳňěň ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŕăř ůĺśěń < x_n; x_{n+k} >; n = 1; 2; : : :. Ŕřĺ şćěńĺůěŋĺ n ŋă 1 ŕăřă < x; y > ğăňěŋ£ěšś£ ŋă ŕăřş <x^′y^′ >=< {2x}; {2y} > ĺ ěśńĺ řăśśšő£ŋĺě ňěęďş x ĺ y ňěŋĳÿě 1=2, šő řăśśšő£ŋĺě ňěęďş x^′ ĺ y^′ şďćăĺćăěšś£.

Őšňěšĺň, ůšő ŕőśłőńĳłş ćśě řăśśšő£ŋĺ£ ňěęďş śőśěďŋĺňĺ šőůłăňĺ śĺśšěňż A ňěŋĳÿě 1=3 šő ĺğ ¡šőčő šăłęě ŕőńşůăěšś£ řěÿěŋĺě ğăďăůĺ C1.