Ďřőąŋżě ůăśšĺ śšěŕěŋěľ

Ă. §. Ąěńőć Ă. Ă. Ěčőřőć Ś. Ă. Ďőřĺůěŋłő

Şłăğăŋĺ£ ĺ řěÿěŋĺ£.

Ŕřěďćăřĺšěńĳŋżě ğăďăůĺ. 1. Ŕşśšĳ ůĺśńă α = p + q √ D ĺ β = p − q √ D, čďě p, q, D | űěńżě ůĺśńă, ŕřĺůěň √ D ĺřřăűĺőŋăńĳŋő, šăłőćż, ůšő α > 1, ă |β| < 1.

Šőčďă α^n = (p+q √ D)^n = A_n +B_n √ D, ă β^n = (p−q √ D)^n = A_n −B_n √ D, čďě A_n ĺ B_n | ŋěłőšőřżě űěńżě ůĺśńă. Ŕřĺ ¡šőň α^n +β^n = 2A_n | űěńőě ůĺśńő, őšłşďă |2A_n −α^n| = |β^n|. Őśšăńőśĳ őűěŋĺšĳ β^n ĺ ŕřőśńěďĺšĳ ğă ğŋăłőň ¡šőčő ůĺśńă.

Ŋăŕřĺňěř, ć ğăďăůě 1ą), β = 2 − √ 5 < 0, |β| = 1 √ 5 + 2 < 1 4 , β^n < 1 2^n = 1 16^{n/4} < 1 10^{n/4} . Šăłĺň őąřăğőň, ěśńĺ (2 + √ 5)^n = A_n + B_n √ 5, šő (2 − √ 5)^n = A_n − B_n √ 5, ĺ (2 + √ 5)^n + (2 − √ 5)^n = 2A_n. Ŕő¡šőňş ŕřĺ n = 1000 ŕěřćżě 500 űĺťř ŕőśńě ğăŕ£šőľ ć ďěś£šĺůŋőľ ğăŕĺśĺ ůĺśńă (2 + √ 5)^n | ďěć£šłĺ, ă ŕřĺ n = 2001 | ŋşńĺ.

Őšćěš. ă) 9; ą) 9; ć) 0.

2. Ŕşśšĳ α_n = {(3/2)^n}, α_n ≠ 0. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő śşźěśšćşěš lim_{n→∞} α_n = α. Ŕşśšĳ α_n = α + δ_n, čďě δ_n → 0 ŕřĺ n → ∞. Šőčďă ( 3 2 )_n = [( 3 2 )_n] + α + δ_n, ă ( 3 2 )_{n+1} = 3 2 · [( 3 2 )_n] + 3 2 α + 3 2 δ_n. Ĺňě¿šś£ śńěďş¿źĺě ćőğňőęŋőśšĺ: {( 3 2 )_{n+1}} = 3 2 α +^3_2 δ_n 3 2 α +^3_2 δ_n − 1 3 2 α +^3_2 δ_n +^1_2 3 2 α +^3_2 δ_n −^1_2

Şśšřěňń££ n ł ąěśłőŋěůŋőśšĺ, ŕőńşůĺň, ůšő

ńĺąő α = 3 2 α, ńĺąő α = 3 2 α − 1, ńĺąő α = 3 2 α + 1 2 , ńĺąő α = 3 2 α − 1 2 . Šőčďă ěśńĺ δ_n ďőśšăšőůŋő ňăńő, šő δ_{n+1} =^3_2 δ_n, ůšő ŋěćőğňőęŋő ŕřĺ δ_n → 0. Őšňěšĺň, ůšő şšőůŋĺć ¡šő řăśśşęďěŋĺě, ňőęŋő ďőłăğăšĳ ąěśłőŋěůŋőśšĳ ůĺśńă ŕřěďěńĳŋżţ šőůěł ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ α_n.

Śěřĺ£ Ć.

B1. Ćőśŕőńĳğşľšěśĳ šěň, ůšő

(3 − √ 7)^{3n} = ( 2 3 + √ 7 )_{3n} < ( 2 5 )_{3n} = ( 8 125 )_n < 1 10^n .

B2. Śńěďşěš ĺğ ğăďăůĺ B13.

B3. ă). Ŕşśšĳ α = r/s, čďě r/s | ŋěśőłřăšĺňă£ ďřőąĳ. Ůĺśńő α şďőćńěšćőř£ěš şřăćŋěŋĺ¿

s · α − r = 0, őšłşďă s · α^{n+1} − r · α = 0.

Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő lim_{n→∞}{{α^n}} = 0. Ćżąěřěň N šăł, ůšőąż ŕřĺ ćśěţ n > N ůĺśńő {{α^n}} ążńő ďőśšăšőůŋő ňăńő (ąőńěě šőůŋő, ůšőąż ůĺśńă s · {{α^n}} ĺ r · {{α^n}} ŕő ňőďşń¿ ążńĺ ňěŋĳÿě 1/2). Šőčďă ŋăůĺŋă£ ś ŋőňěřă n = N ąşďěš ćżŕőńŋěŋő řăćěŋśšćő

s · [[α^{n+1}]] − r · [[α^n]] = 0,

ŕőśłőńĳłş ůĺśńő

(s · α^{n+1} − r · α^n) − (s · [[α^{n+1}]] − r · [[α^n]]) = (s · α^{n+1} − s · [[α^{n+1}]]) − (r · α^n − r · [[α^n]])

ś őďŋőľ śšőřőŋż £ćń£ěšś£ űěńżň (łăł řăğŋőśšĳ ďćşţ űěńżţ ůĺśěń, śň. ńěćş¿ ůăśšĳ řăćěŋśšćă), ă ś ďřşčőľ śšőřőŋż őŋő ŕő ňőďşń¿ ňěŋĳÿě 1 (łăł śşňňă ďćşţ ůĺśěń, ŕő ňőďşń¿ ňěŋĳÿĺţ 1/2, śň. ŕřăćş¿ ůăśšĳ řăćěŋśšćă), ĺ ğŋăůĺš ůĺśńő ¡šő řăćŋő 0.

Ŋő šőčďă ŕřĺ ń¿ąőň ŋăšşřăńĳŋőň k űěńőě ůĺśńő [[α^{n+k}]] řăćŋő ůĺśńş (r/s)^k · [[α^n]], ůšő ŋěćőğňőęŋő, šăł łăł ůĺśńő r/s ŋěűěńőě, ůĺśńő [[α^n]] ŋěŋşńěćőě (ŕőśłőńĳłş α > 1), ă ğŋăůĺš ĺ ůĺśńő (r/s)^k · [[α^n]] ŕřĺ ŋěłőšőřőň k śšăŋěš ŋěűěńżň.

ą). Ŕőŕřőąşľšě őąőźĺšĳ řăśśşęďěŋĺě, ŕřĺćěďěŋŋőě ć řěÿěŋĺĺ ŕřěďćăřĺšěńĳŋőľ ğăďăůĺ 2.

B4. Ďőśšăšőůŋő ďőłăğăšĳ, ůšő ůĺśńő 0 ŋě £ćń£ěšś£ ŕřěďěńőň ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ {{x_n}}, čďě x_n = m^{n k} √ m. Ğăňěšĺň śřăğş, ůšő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ {{x_n}} ŋě śőďěřęĺš ŋşńěćżţ ůńěŋőć, ŕőśłőńĳłş ćśě ůĺśńă x_n ĺřřăűĺőŋăńĳŋż (ŕő şśńőćĺ¿).

Ćżąěřěň l šăłĺň, ůšőąż ŕřĺ n ¿ l ůĺśńő m · {{x_n}} ążńő ňěŋĳÿě 1/2, šő ěśšĳ {{x_n}} < 1/2m. Šőčďă ŕřĺ łăęďőň n ¿ l ńĺąő {x_n} < 1/2m, ńĺąő {x_n} > 1 − 1/2m.

Ŕşśšĳ {x_l} < 1/2m. Ŋěćőğňőęŋő, ůšőąż ŕřĺ ćśěţ k ůĺśńő {x_{l+k} } = {m^k · x_l} ążńő ňěŋĳÿě 1/2m (šăł łăł ć ¡šőň śńşůăě {x_{l+k} } = m^k · {x_l}, ĺ ğŋăůĺš śšřěňĺšś£ ł ąěśłőŋěůŋőśšĺ ś řőśšőň k, ă ś ďřşčőľ śšőřőŋż ďőńęŋő ążšĳ ňěŋĳÿě 1/2m | ŕřőšĺćőřěůĺě).

Ćżąěřěň šőčďă k šăłĺň, ůšő ůĺśńő {x_{l+k}} ěźě ňěŋĳÿě 1/2m, ă ůĺśńő {x_{l+k+1}} şęě ąőńĳÿě 1/2m. Šăł łăł {{x_{l+k+1}}} < 1/2m, ŋěőąţőďĺňő, ůšőąż {x_{l+k+1}} > 1 − 1/2m. Ŋő {x_{l+k+1}} = m · {x_{l+k}} < 1/2 < 1 − 1/2m | ŕřőšĺćőřěůĺě.

Śńşůăľ {x_l} > 1/2m řăğąĺřăěšś£ ăŋăńőčĺůŋő. B5. Śńěďşěš ĺğ ğăďăůĺ B12. B6. Śńěďşěš ĺğ ğăďăůĺ B13.

B7. Şšćěřęďěŋĺě ğăďăůĺ śńěďşěš ĺğ őśŋőćŋőľ šěőřěňż ő śĺňňěšřĺůěśłĺţ ťşŋłűĺ£ţ, ďőłăğăšěńĳśšćő łőšőřőľ ňőęŋő ŋăľšĺ ć ń¿ąőň şůěąŋĺłě ăńčěąřż ďń£ śšşďěŋšőć-ŕěřćőłşřś-ŋĺłőć. Ĺğ ¡šőľ šěőřěňż ćżšěłăěš, ůšő ń¿ąă£ śĺňňěšřĺůěśłă£ ťşŋłűĺ£ őš łőřŋěľ ŋěŕřĺćőďĺňőčő ňŋőčőůńěŋă śő śšăřÿĺň łő¡ťťĺűĺěŋšőň 1 (ć ůăśšŋőśšĺ, śşňňă n-żţ śšěŕěŋěľ ćśěţ łőřŋěľ ňŋőčőůńěŋă) ćżřăęăěšś£ ůěřěğ łő¡ťťĺűĺěŋšż ¡šőčő ňŋőčőůńěŋă, ŕřĺůěň ć ¡šőň ćżřăęěŋĺĺ łő¡ťťĺűĺěŋšż šőńĳłő śłńăďżćă¿šś£, ŕěřěňŋőęă¿šś£ ĺńĺ şňŋőęă¿šś£ ŋă űěńżě ůĺśńă. Ŕő¡šőňş ěśńĺ ňŋőčőůńěŋ ĺňěěš űěńżě łő¡ťťĺűĺěŋšż, šő ĺ śőőšćěšśšćş- ¿źěě ćżřăęěŋĺě ąşďěš űěńżň ůĺśńőň.

B8. Ŕşśšĳ α_1 = α > 1, α_2, α_3 | łőřŋĺ şřăćŋěŋĺ£ f(x) = x^3 − x − 1 = 0. Ťşŋłűĺ£ f ŕřĺŋĺňăěš őšřĺűăšěńĳŋżě ğŋăůěŋĺ£ ŕřĺ x 6 1 ĺ ćőğřăśšăěš ŕřĺ x > 1. Ŕő¡šőňş łőřŋĺ α_2 ĺ α_3 łőňŕńěłśŋżě, ŕřĺůěň α_2 = α_3. Ŕőśłőńĳłş f(5/4) < 0, šő α > 5/4. Ŕő šěőřěňě Ćĺěšă α_1 · α_2 · α_3 = 1, ĺ ŕő¡šőňş

α_2 · α_3 = |α_2|^2 < 4/5, šő ěśšĳ |α_2| = |α_3| < 2/ √ 5 < 1.

Ŋő śşňňă S_n = α^n + α^n_2 + α^n_3 ŕřĺ ń¿ąőň ŋăšşřăńĳŋőň n | űěńőě ůĺśńő (ğăďăůă B7), ĺ řăğŋőśšĳ |S_n − α^n| = |α^n_2 + α^n_3 | 6 2 · ( 2√ 5 )_n → 0. ă ğŋăůĺš {{α^n}} → 0.

B9. Őšćěš. ă) 90 ďěć£šőł; ą) 90 ŋşńěľ.

Łőřŋĺ ďăŋŋőčő ňŋőčőůńěŋă α = α_1 > α_2 > α_3 | ďěľśšćĺšěńĳŋżě ĺ šăłőćż, ůšő −9/10 < α_3 < 0, 0 < α_2 < 1/2, α = α_1 > 1. Łăł ĺ ć ğăďăůě B8, śşňňă S_n = α^n_1 + α^n_2 + α^n_3 | űěńőě ůĺśńő, ŕřĺůěň |α^n − S_n| 6 |α^n_2 | + |α_3|^n. Őśšăńőśĳ őűěŋĺšĳ ŕřăćş¿ ůăśšĳ ŕőśńěďŋěčő ŋěřăćěŋśšćă.

B10. Ŕşśšĳ ůĺśńő Ŕĺğő α_1 > 1 | łőřěŋĳ ňŋőčőůńěŋă ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺ śšăřÿĺň łő¡ťťĺűĺěŋšőň 1, ĺ α_2, . . . , α_k | őśšăńĳŋżě łőřŋĺ ¡šőčő ňŋőčőůńěŋă. Ŕő ğăďăůě B7 śşňňă S_n = α^n_1 + α^n_2 + · · · + α^n_k £ćń£ěšś£ űěńżň ůĺśńőň ŕřĺ ń¿ąőň ŋăšşřăńĳŋőň n. Ŕő şśńőćĺ¿ |α_i| < 1 ŕřĺ i = 2, . . . , k, őšłşďă

|S_n − α^n_1 | = |α^n_2 + · · · + α^n_k | 6 |α^n_2 | + · · · + |α^n_k | → 0

ŕřĺ n → ∞, ă ğŋăůĺš lim_{n→∞}{{α^n_1 }} = 0, ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ ďőłăğăšĳ.

B11. Śŋăůăńă ŕőśšřőĺň ňŋőčőůńěŋ f(x) ś řăűĺőŋăńĳŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ śšěŕěŋĺ k − 1 ĺ šăłőľ, ůšő f(1) = −2, f ( 1 − 1 k ) = 2, . . . , f ( 1 − i k ) = (−1)^{i+1} ·2, . . . , f ( 1 − k − 1 k ) = (−1)^k ·2.

Őďĺŋ ĺğ śŕőśőąőć ŕőśšřőěŋĺ£: ŕşśšĳ x_i = 1 − i k ŕřĺ i = 0, 1, . . ., k − 1 ĺ ŕşśšĳ

φ_0(x) =

(x − x_1)(x − x_2) · . . . · (x − x_{k−1}) (x_0 − x_1)(x_0 − x_2) · . . . · (x_0 − x_{k−1}) , φ_1(x) =

(x − x_0)(x − x_2) · . . . · (x − x_{k−1}) (x_1 − x_0)(x_1 − x_2) · . . . · (x_1 − x_{k−1}) , . . . . . . . . . . . . . . . φ_{k−1}(x) =

(x − x_0)(x − x_1) · . . . · (x − x_{k−2}) (x_{k−1} − x_0)(x_{k−1} − x_1) · . . . · (x_{k−1} − x_{k−2}) . Ňŋőčőůńěŋ φ_i(x) ĺňěěš řăűĺőŋăńĳŋżě łő¡ťťĺűĺěŋšż, řăćěŋ 1 ŕřĺ x = x_i ĺ řăćěŋ 0 ć šőůłăţ x_j ŕřĺ j ≠ i. Ŕőńőęĺň

f(x) = 2 · k−1∑ i=0 (−1)^{i+1} · φ_i(x).

Łő¡ťťĺűĺěŋšż f(x) šőęě řăűĺőŋăńĳŋż, łřőňě šőčő, f(x_i) = (−1)^{i+1}·2, ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ. Ŕşśšĳ m > 0 | őąźĺľ ğŋăňěŋăšěńĳ łő¡ťťĺűĺěŋšőć ňŋőčőůńěŋă f(x). Ňŋőčőůńěŋ P (x) = m · f(x) ĺňěěš űěńżě łő¡ťťĺűĺěŋšż. Łřőňě šőčő, P (x_i) = (−1)^{i+1} · 2m.

Ňŋőčőůńěŋ g(x) = x^k + P (x) | ĺśłőňżľ. İšő śńěďşěš ĺğ šőčő, ůšő ğŋăłĺ ůĺśěń g(x_i) = x^k_i + (−1)^{i+1} · 2m ůěřěďş¿šś£, šăł ůšő g(1) < 0, g(x_1) > 0, g(x_2) < 0, . . . , ĺ ŕőšőňş ŋă łăęďőň ĺğ ĺŋšěřćăńőć (1, +∞), (x_1, 1), (x_2, x_1), . . . , (x_{k−1}, x_{k−2}) ĺňěěš łőřěŋĳ. Łőřŋĺ ¡šĺ řăğńĺůŋż, ĺţ k ÿšşł, őďĺŋ ĺğ ŋĺţ ąőńĳÿě 1, őśšăńĳŋżě ŕő ňőďşń¿ ňěŋĳÿě 1. Ŕő ğăďăůě 16 ňŋőčőůńěŋ g(x) ŋěŕřĺćőďĺň.

B12. Ŕşśšĳ α^m = v_m + ε_m, čďě v_m = [[α^m]] ĺ ε_m → 0 ŕřĺ m → ∞. Ĺğ řăćěŋśšćă

α^{m+n} + a_1α^{m+n−1} + . . . + a_nα^m = 0 ŕőńşůăěň, ůšő

v_{m+n} + a_1v_{m+n−1} + . . . + a_nv_m + ε_{m+n} + a_1ε_{m+n−1} + . . . + a_nε_m =

= v_{m+n} + a_1v_{m+n−1} + . . . + a_nv_m + γ_n = 0,

čďě γ_m → 0 ŕřĺ m → ∞. Ŋő śşňňă v_{m+n} + a_1v_{m+n−1} + . . . + a_nv_m | űěńőě ůĺśńő, ă ŕřĺ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺţ m ćżŕőńŋěŋő |γ_m| < 1 (šăł łăł γ_m → 0), őšłşďă γ_m = 0 ŋăůĺŋă£ ś ŋěłőšőřőčő m = M.

Ňż ďőłăğăńĺ, ůšő ŕřĺ ćśěţ m ¿ M ćżŕőńŋ£ěšś£ řăćěŋśšćő

v_{m+n} + a_1v_{m+n−1} + . . . + a_nv_m = 0,

šő ěśšĳ v_m | ńĺŋěľŋă£ řěłşřřěŋšă ŕőř£ďłă m. Ŕő ğăďăůě B21

v_m = λ_1α^m_1 + λ_2α^m_2 + . . . + λ_nα^m_n ,

čďě α = α_1, α_2, . . . , α_n | łőřŋĺ ňŋőčőůńěŋă x^n + a_1x^{n−1} + . . . + a_n = 0. Řăśśňőšřĺň řăğŋőśšĳ ´_m = v_m − α^m = (λ_1 − 1)α^m + λ_2α^m_2 + . . . + λ_nα^m_n .

Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ´_m → 0 ŕřĺ m → ∞. Ĺğ B19 śńěďşěš, ůšő λ_1 = 1, ă |α_i| < 1 ŕřĺ ćśěţ i őš 2 ďő n, ďń£ łőšőřżţ λ_i ≠ 0.

Őśšăńőśĳ ďőłăğăšĳ, ůšő λ_i ≠ 0 ŕřĺ ćśěţ i őš 2 ďő n. Ćżćěďĺšě ¡šőš ťăłš ĺğ ğăďăů B24 ă) ĺ B16.

B13. Ĺśŕőńĳğş£ ğăďăůş B24 ą), őąőąźĺšě řěÿěŋĺě ğăďăůĺ B12. B14. Řěÿěŋĺě ¡šőľ ğăďăůĺ ŋě ŕřĺćőďĺšś£. B15*. Řěÿěŋĺě ¡šőľ ğăďăůĺ ăćšőřăň ŋě ĺğćěśšŋő.

B16. Ŋăŕőňŋĺň, ůšő ćěźěśšćěŋŋőě ůĺśńő α > 1 ŋăğżćăěšś£ ůĺśńőň Ŕĺğő, ěśńĺ őŋő £ćń£- ěšś£ łőřŋěň ŋěłőšőřőčő ňŋőčőůńěŋă ąěğ łřăšŋżţ łőřŋěľ ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺ śšăřÿĺň łő¡ťťĺűĺěŋšőň 1, ŕřĺůěň ćśě őśšăńĳŋżě łőřŋĺ ¡šőčő ňŋőčőůńěŋă (ć šőň ůĺśńě ĺ łőňŕńěłśŋżě) ŋěŋşńěćżě ĺ ŕő ňőďşń¿ śšřőčő ňěŋĳÿě 1.

Ąşďěň ŋăğżćăšĳ ňŋőčőůńěŋ ĺğ ¡šőčő őŕřěďěńěŋĺ£ ňŋőčőůńěŋőň Ŕĺğő. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ňŋőčőůńěŋ Ŕĺğő P (x) ś łőřŋěň α > 1 ňőęŋő řăğńőęĺšĳ ŋă ďćă ňŋőęĺšěń£ ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ: P (x) = P_1(x) · P_2(x), ĺ ŕřĺľďěň ł ŕřőšĺćőřěůĺ¿. Śšăřÿĺě łő¡ťťĺűĺěŋšż ňŋőčőůńěŋőć P_1(x) ĺ P_2(x) řăćŋż 1, ă śćőąőďŋżě ůńěŋż | őšńĺůŋżě őš ŋşń£ űěńżě ůĺśńă. Šăł łăł α ňőęěš ążšĳ łőřŋěň ńĺÿĳ őďŋőčő ĺğ śőňŋőęĺšěńěľ, śłăęěň, P_1(x), šő ćśě łőřŋĺ ćšőřőčő śőňŋőęĺšěń£ P_2(x) ŕő ňőďşń¿ ňěŋĳÿě 1 ĺ ŋě řăćŋż 0. Ŋő šőčďă śćőąőďŋżľ ůńěŋ P_2(x) ŕő ňőďşń¿ ňěŋĳÿě 1 ĺ ŋě řăćěŋ 0, ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, ŋě ňőęěš ążšĳ űěńżň ůĺśńőň. Ŕőńşůĺńĺ ŕřőšĺćőřěůĺě, ĺ ğŋăůĺš ňŋőčőůńěŋ Ŕĺğő ćśěčďă ŋěŕřĺćőďĺň.

Ďőłăğăšěńĳśšćő šőčő, ůšő ŋěŕřĺćőďĺňżľ ňŋőčőůńěŋ ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ, ĺňě- ¿źĺľ łőřěŋĳ α, £ćń£ěšś£ ŋăĺňěŋĳÿĺň (ŕő śšěŕěŋĺ) śřěďĺ ćśěţ ňŋőčőůńěŋőć ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ, ĺňě¿źĺňĺ łőřěŋĳ α, ćż ŋăľďěšě ć ń¿ąőň şůěąŋĺłě ăńčěąřż ďń£ śšşďěŋšőć-ŕěřćőłşřśŋĺłőć.

B17. Ďőśšăšőůŋő ŕőůšĺ ďőśńőćŋő ŕőćšőřĺšĳ řăśśşęďěŋĺ£ ĺğ řěÿěŋĺ£ ğăďăůĺ B12. B18. Ŕřĺňěŋĺň ĺŋďşłűĺ¿ ŕő k. Ŕřĺ k = 1 şšćěřęďěŋĺě őůěćĺďŋő. Řăśśňőšřĺň ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ

v_n = b_n − λ_1 · b_{n−1} = a_2(λ_2 − λ_1)λ^{n−1}_2 + . . . + a_k(λ_k − λ_1)λ^{n−1}_k .

Ąşďěň ŕřĺ ¡šőň śůĺšăšĳ, ůšő |λ_1| = λ. Ŕő ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ ĺŋďşłűĺĺ max(|v_{n+1}|, . . . , |v_{n+k}|) > ε_1λ^{n+1}.

Ŕşśšĳ max(|b_n|, |b_{n+1}|, . . . , |b_{n+k}|) = M. Šőčďă ŕřĺ ćśěţ i = 1, 2, . . ., k |v_{n+i}| 6 |b_{n+i}| + |λ_1| · |b_{n+i−1}| 6 (1 + λ)M. Šăłĺň őąřăğőň,

M ¿ max^{|vn+i|}_{1 + λ} >^{ε1λn+1}_{1 + λ} = ελ^n, čďě ε =^{ε1λ}_{1 + λ}.

B19. Śŋőćă ŕřĺňěŋĺň ĺŋďşłűĺ¿. Ŕřĺ k = 1 şšćěřęďěŋĺě śŕřăćěďńĺćő.

Ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő k řăśśňőšřĺň ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ v_n = a_n − α_1 · a_{n−1}. Ŕşśšĳ śşźěśšćşěš lim_{n→∞} a_n. Ŋő šőčďă śşźěśšćşěš

lim_{n→∞} v_n = lim_{n→∞} a_n − α_1 · lim_{n→∞} a_{n−1} = lim_{n→∞} k∑ i=2 β_i(α_i − α_1)α^n_i .

Ŕő ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ ĺŋďşłűĺĺ łăęďőě ĺğ ůĺśěń α_2, . . . , α_k řăćŋő 1 ĺńĺ ŕő ňőďşń¿ ňěŋĳÿě 1. Ŋő šőčďă śşźěśšćşěš ĺ lim_{n→∞} α^n_1 . Őšś¿ďă śńěďşěš, ůšő ńĺąő |α_1| < 1, ńĺąő α_1 = 1. B20. Śňőšřĺšě ğăďăůĺ B21{B25.

B21. ă). Ŕşśšĳ x_n = λ | řěÿěŋĺě ńĺŋěľŋőľ řěłşřřěŋšż. Šőčďă

a_0λ^{n+k} + a_1λ^{n+k−1} + . . . + a_kλ^n = 0,

őšłşďă a_0λ^k + a_1λ^{k−1} + · · ·+ a_k = 0, šő ěśšĳ λ | łőřěŋĳ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőčő şřăćŋěŋĺ£. Őąřăšŋőě şšćěřęďěŋĺě őůěćĺďŋő.

ą). Ŕşśšĳ a_0u_{n+k} + a_1u_{n+k−1} + · · · + a_ku_n = 0. Őůěćĺďŋő, ůšő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ u_n őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£ ğăďăŋĺěň ŕěřćżţ k ůńěŋőć u_0, u_1, . . . , u_{k−1}. Ŕşśšĳ λ_1, λ_2, . . . , λ_k | ćśě łőřŋĺ şřăćŋěŋĺ£ a_0x^k + a_1x^{k−1} + · · · + a_k (ŕő şśńőćĺ¿ őŋĺ řăğńĺůŋż). Šőčďă ďń£ ń¿ążţ β_1, β_2, . . . , β_k ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ

u_n = β_1λ^n_1 + β_2λ^n_2 + . . . + β_kλ^n_k

| řěÿěŋĺě ďăŋŋőľ řěłşřřěŋšż. Őśšăńőśĳ ďőłăğăšĳ, ůšő śĺśšěňă ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ u_0 = β_1 + β_2 + . . . + β_k u_1 = β_1λ_1 + β_2λ_2 + . . . + β_kλ_k . . . . . .. . . . . . . . . u_{k−1} = β_1λ^{k−1}_1 + β_2λ^{k−1}_2 + . . . + β_kλ^{k−1}_k őšŋőśĺšěńĳŋő ŋěĺğćěśšŋżţ β_1, . . . , β_k ĺňěěš řěÿěŋĺě ŕřĺ ń¿ążţ ŋăůăńĳŋżţ ğŋăůěŋĺ£ţ u_0, . . . , u_{k−1}. Ďń£ k = 2 ĺ k = 3 śĺśšěňă řěÿăěšś£ ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő. Ć őąźěň śńşůăě řăśśňőšřĺň ňŋőčőůńěŋż

f_i(x) = f(x) x − α_i = β_{i1}x^{k−1} + β_{i2}x^{k−2} + . . . + β_{ik} = a_0 ∏ l≠i (x − λ_l). Ğăňěšĺň, ůšő f_i(λ_m) = 0 ŕřĺ m ≠ i, ă f_i(λ_i) ≠ 0 (ŕőśłőńĳłş ćśě λ_i řăğńĺůŋż).

Şňŋőęĺň ŕěřćőě şřăćŋěŋĺě ŋăÿěľ śĺśšěňż ŋă β_{i1}, ćšőřőě | ŋă β_{i2}, . . . , k-őě | ŋă β_{ik}, ă ğăšěň śńőęĺň ŕőńşůěŋŋżě řăćěŋśšćă. Ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůĺšś£ k şřăćŋěŋĺľ ćĺďă k−1∑ j=0 β_{ij} u_j = k−1∑ j=0 β_{ij} k∑ m=1 β_mλ^j_m = k∑ m=1 β_m k−1∑ j=0 β_{ij} λ^j_m = k∑ m=1 f_i(λ_m)β_m. Ŕőśłőńĳłş f_i(λ_m) = 0 ŕřĺ m ≠ i, ă f_i(λ_i) ≠ 0, ŕőśńěďŋěě řăćěŋśšćő ďăěš

β_i = 1 f_i(λ_i) k−1∑ j=0 β_{ij} u_j .

B22. Ŕřőśšőě řěÿěŋĺě ¡šőľ ğăďăůĺ ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ, ĺśŕőńĳğş£ šěőřĺ¿ őŕřěďěńĺšěńěľ. Ğďěśĳ ¡šő řěÿěŋĺě ŋě ŕřĺćőďĺšś£.

B23. Ťşŋłűĺĺ u_0(n), u_1(n), . . . , u_k(n) ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺňż šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ďń£ ŋěłőšőřżţ ůĺśěń μ_0, μ_1, . . . , μ_k ŕřĺ ćśěţ n = 0, 1, 2, . . . ćżŕőńŋěŋő řăćěŋśšćő

μ_0u_0(n) + μ_1u_1(n) + . . . + μ_ku_k (n) = 0.

Ŕőśńěďŋěě řăćěŋśšćő řăćŋőśĺńĳŋő śńěďş¿źěňş

μ_0u(n) + μ_1u(n + 1) + . . . + μ_k u(n + k) = 0,

ă ¡šő ĺ ğŋăůĺš, ůšő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ u(n) = u_n | ńĺŋěľŋă£ řěłşřřěŋšă ŕőř£ďłă k. B24. ă). Ŕşśšĳ u_n = β_1α^n_1 + . . . + β_kα^n_k . Řăśśňőšřĺň ůĺśńă

p_1 = −(α_1 + α_2 + . . . + α_k) p_2 = α_1α_2 + α_1α_3 + . . . + α_{k−1}α_k . . . . . . . . .. . . . . . p_k = (−1)^kα_1α_2 . . . α_k.

Ŕő šěőřěňě Ćĺěšă ůĺśńă α_1, α_2, . . . , α_k | łőřŋĺ şřăćŋěŋĺ£ P (x) = x^k+p_1x^{k−1}+. . .+p_k = 0.

Şňŋőęĺň řăćěŋśšćă

u_n = β_1α^n_1 + · · · + β_kα^n_k u_{n+1} = β_1α^{n+1}_1 + · · · + β_k α^{n+1}_k . . . u_{n+k} = β_1α^{n+k}_1 + · · · + β_kα^{n+k}_k

ŋă łő¡ťťĺűĺěŋšż ňŋőčőůńěŋă p(x). Ŕőńşůĺň

u_{n+k} + p_1u_{n+k−1} + · · · + p_ku_n = 0

Ŕő B23 ťşŋłűĺĺ u_0(n), u_1(n), . . . , u_k(n) ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺňż, ă ŕő B22 őŋĺ ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺňż ś řăűĺőŋăńĳŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ. Ŋő ěśńĺ ťşŋłűĺĺ ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺňż ś řăűĺőŋăńĳŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ, šő őŋĺ ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺňż ĺ ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ, š. ě. śşźěśšćş¿š šăłĺě űěńżě ĺ ćğăĺňŋő ŕřőśšżě ć śőćőłşŕŋőśšĺ ůĺśńă a_0, a_1, . . ., a_k, ůšő

a_0u_{n+k} + a_1u_{n+k−1} + . . . + a_ku_n = 0

ŕřĺ ćśěţ n ¿ 0. Ďăńěě ďőłăęĺšě śăňőśšő£šěńĳŋő, ůšő ňŋőčőůńěŋ a_0x^k +a_1x^{k−1}+. . .+a_k = 0 £ćń£ěšś£ ĺśłőňżň.

ą). Ć ŕřěďżďşźěň ŕşŋłšě ňż ŕőśšřőĺńĺ ňŋőčőůńěŋ śšěŕěŋĺ k ś űěńżňĺ ćğăĺňŋő ŕřőśšżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ, ĺňě¿źĺľ ůĺśńă α_1, . . ., α_k śćőĺňĺ łőřŋ£ňĺ, ŋő śšăřÿĺľ łő¡ťťĺűĺěŋš ¡šőčő ňŋőčőůńěŋă ŋě őą£ğăšěńĳŋő řăćěŋ 1.

Šěŕěřĳ ňż ŕőśšřőĺň ňŋőčőůńěŋ ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺ śšăřÿĺň łő¡ťťĺűĺěŋšőň 1 (ŋő ŋě őą£ğăšěńĳŋő śšěŕěŋĺ k), ĺňě¿źĺľ ůĺśńă α_1, . . ., α_k śćőĺňĺ łőřŋ£ňĺ.

(Ŋăĺąőńĳÿĺľ őąźĺľ ďěńĺšěńĳ ¡šĺţ ďćşţ ňŋőčőůńěŋőć ąşďěš šőčďă ĺśłőňżň; ďőłăğăšěńĳśšćő ¡šőčő ťăłšă őśšăćń£ěň ůĺšăšěń¿.)

Ńěňňă 1. Ŕşśšĳ ůĺśńă μ_i šăłőćż, ůšő ŕřĺ ń¿ąőň m = 0, . . ., k − 1 ćżŕőńŋ£ěšś£ řăćěŋśšćő k∑ i=1 β_iμ_iα^m_i = 0,

čďě β_i ≠ 0 ŕřĺ ćśěţ i, ă α_i | ŕőŕăřŋő řăğńĺůŋżě ŋěŋşńěćżě ůĺśńă. Šőčďă ďń£ ćśěţ i ćżŕőńŋěŋő řăćěŋśšćő μ_i = 0.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ĺğ şśńőćĺ£ ğăďăůĺ śńěďşěš, ůšő ďń£ ń¿ąőčő ňŋőčőůńěŋă P (x) śšěŕěŋĺ k − 1 ćżŕőńŋ£ěšś£ řăćěŋśšćő_k ∑ i=1 β_iμ_iP (α_i) = 0.

Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă řăćěŋśšćă μ_j = 0 ćżąěřěň ňŋőčőůńěŋ P (x) šăł, ůšőąż P (α_j ) ≠ 0, ă ŕřĺ i ≠ j ążńő ćżŕőńŋěŋő P (α_i) = 0. (Ŋăŕřĺňěř, ňőęŋő ćğ£šĳ P (x) = (x − α_1) · . . . · (x − α_{j−1}) · (x − α_{j+1}) · . . . · (x − α_k).) Šőčďă 0 = k∑ i=1 β_iμ_iP (α_i) = β_j μ_j P (α_j ),

ĺ ŕőśłőńĳłş β_j ≠ 0, P (α_j ) ≠ 0, ćżŕőńŋ£ěšś£ řăćěŋśšćő μ_j = 0.

Šăłĺň őąřăğőň ňż ďőłăğżćăěň, ůšő μ_j = 0 ŕřĺ ćśěţ j.

Ńěňňă 2. Ŕşśšĳ (⃗x_i) | ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ k-ňěřŋżţ űěńőůĺśńěŋŋżţ ćěłšőřőć. Šőčďă ňőęŋő ćżąřăšĳ ĺğ ¡šőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ŋěśłőńĳłő ćěłšőřőć ⃗e_1, . . . , ⃗e_s šăł, ůšő ŕřĺ ń¿ąőň n ćěłšőř ⃗x_n ŕřěďśšăćń£ěšś£ ć ćĺďě ⃗x_n =^s ∑ i=1 λ_i⃗e_i, čďě λ_i ∈ Z. Ąşďěň ŋăğżćăšĳ

šăłőľ ŋăąőř ćěłšőřőć ŕřěďśšăćń£¿źĺň ďń£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ (⃗x_i). Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ďőłăęěň śŋăůăńă ńěňňş ďń£ k = 1, łőčďă łăęďżľ ćěłšőř ⃗x_i = x_i | ¡šő ŋěłőšőřőě űěńőě ůĺśńő. Ňż ňőęěň śůĺšăšĳ, ůšő x_1 ≠ 0. Ć ďăńĳŋěľÿěň ňż ćőğĳňěň x_1 ć łăůěśšćě ŕěřćőčő ćěłšőřă ŕřěďśšăćń£¿źěčő ŋăąőřă. Ŋő śŋăůăńă ğăňěŋĺň łăęďőě x_i ŕřĺ i > 1 ŋă ůĺśńő x^′_i = x_i − β_ix_1, ćżąřăć β_i ∈ Zšăł, ůšőąż |x^′_i| < |x_1| (šăłőě β_i ŕőďőąřăšĳ ňőęŋő, ŕőďěńĺšě x_i ŋă x_1 ś őśšăšłőň). Ć řěğşńĳšăšě ŋőćă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ (x^′_i) ąşďěš śőďěřęăšĳ ńĺÿĳ łőŋěůŋőě ůĺśńő řăğńĺůŋżţ ůńěŋőć | ĺţ ňőęŋő ćğ£šĳ ć łăůěśšćě ŕřěďśšăćń£¿źěčő ŋăąőřă ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ (x^′_i). Ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ŕěřěőąőğŋăůěŋĺľ ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő ¡šőš ŋăąőř śőśšőĺš ĺğ ůĺśěń x^′_2, . . . ,x^′_s; šőčďă łăęďőě ůĺśńő x^′_n ąşďěš řăćŋő őďŋőňş ĺğ ůĺśěń x^′_2, . . . ,x^′_s.

Šěŕěřĳ őśšăńőśĳ ğăňěšĺšĳ, ůšő ŋăąőř x_1, x_2, . . . ,x_s ąşďěš ŕřěďśšăćń£¿źĺň ďń£ ĺśţőďŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ (x_i): ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ x^′_n = x^′_j (čďě 1 6 j 6 s), šő

x_n = β_nx_1 + x^′_n = β_nx_1 + x^′_j = β_nx_1 + x_j − β_j x_1 = (β_n − β_i)x_1 + x_j .

Ďőłăęěň šěŕěřĳ şšćěřęďěŋĺě ńěňňż ĺŋďşłűĺěľ ŕő k. Ć śĺńş šőńĳłő ůšő ďőłăğăŋŋőčő őďŋőňěřŋőčő śńşůă£ ňőęŋő ćżąřăšĳ ĺğ k-ňěřŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ (⃗x_i) ŋěśłőńĳłő ćěłšőřőć (őąőğŋăůĺň ĺţ ⃗e_1, . . . , ⃗e_s) šăł, ůšőąż ŕěřćżě łőőřďĺŋăšż ¡šĺţ ćěłšőřőć £ćń£ńĺśĳ ŕřěďśšăćń£¿źĺň ŋăąőřőň ďń£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ, śőśšăćńěŋŋőľ ĺğ ŕěřćżţ łőőřďĺŋăš ćěłšőřőć ⃗x_i (i = 1, 2, . . .). Ćżąěřěň šőčďă ůĺśńă β_{ij} šăł, ůšőąż ćěłšőřż ⃗x^′_i = ⃗x_i −^s ∑ j=1 β_{ij}⃗e_j ĺňěńĺ ŋşńěćş¿ ŕěřćş¿ łőőřďĺŋăšş.

Ŕőśłőńĳłş ćśě ćěłšőřż ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ (⃗x^′_i) ĺňě¿š ŋşńěćş¿ ŕěřćş¿ łőőřďĺŋăšş, ĺţ ňőęŋő śůĺšăšĳ (k − 1)-ňěřŋżňĺ ćěłšőřăňĺ, ĺ ŕřěďśšăćń£¿źĺľ ŋăąőř ďń£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ćěłšőřőć (⃗x^′_i) ŋăľďěšś£ ŕő ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ ĺŋďşłűĺĺ. Ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ŕěřěőąőğŋăůěŋĺľ ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő ŕřěďśšăćń£¿źĺľ ŋăąőř ďń£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ (⃗x^′_i) śő-

śšőĺš ĺğ ćěłšőřőć x^′_1, . . . , x^′_t. Šőčďă ń¿ąőľ ćěłšőř x^′_n ŕřěďśšăćń£ěšś£ ć ćĺďě ⃗x^′_n =^t ∑ i=1 λ_i⃗x^′_i. Šăł ęě, łăł ĺ ć őďŋőňěřŋőň śńşůăě, ňőęŋő ğăňěšĺšĳ šěŕěřĳ, ůšő ćěłšőřż ⃗e_1, . . . , ⃗e_s, x_1, . . . , x_t őąřăğş¿š ŕřěďśšăćń£¿źĺľ ŋăąőř ďń£ ĺśţőďŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ (⃗x_i).

Ć śăňőň ďěńě, ń¿ąőľ ćěłšőř x_n ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě

⃗x_n = ⃗x^′_n + s∑ i=1 β_{in}⃗e_i = t∑ i=1 λ_i⃗x^′_i + s∑ i=1 β_{in}⃗e_i = t∑ i=1 λ_i(⃗x_i − s∑ j=1 β_{ij}⃗e_j ) + s∑ i=1 β_{in}⃗e_i,

Ŕőśńě ŕřĺćěďěŋĺ£ ŕőďőąŋżţ ć ŕőńşůěŋŋőň ćżřăęěŋĺĺ ňż ŕőńşůĺň ĺśłőňőě ŕřěďśšăćńěŋĺě ćěłšőřă ⃗x_n. Ńěňňă ďőłăğăŋă.

Ć śĺńş ńěňňż 1 ďőśšăšőůŋő ŕőłăğăšĳ śşźěśšćőćăŋĺě ŕőńĺŋőňă P (x) śšěŕěŋĺ k ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺ śő śšăřÿĺň łő¡ťťĺűĺěŋšőň 1, šăłőčő, ůšő ŕřĺ ćśěţ m = 0, . . . , k − 1 ćżŕőńŋěŋő řăćěŋśšćő k∑ i=1 β_iP (α_i)α^m_i = 0.

Řăśśňőšřĺň ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ k-ňěřŋżţ ćěłšőřőć ⃗x_m, ⃗x_m = (_k ∑ i=1 β_iα^m_i , k∑ i=1 β_iα^{1+m}_i , . . . k∑ i=1 β_iα^{(k−1)+m} i ) . Ŕő şśńőćĺ¿ ğăďăůĺ ćśě ćěłšőřă ⃗x_m űěńőůĺśńěŋŋż. Šőčďă ŕő ńěňňě 2 ĺğ ŋĺţ ňőęŋő ćżąřăšĳ ŕřěďśšăćń£¿źĺľ ŋăąőř ďń£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ⃗x_m, ŕşśšĳ ¡šő ąşďěš ŋăąőř ⃗x_{l1} , . . . , ⃗x_{ls}.

Ŕşśšĳ r = max{l_1, . . . , l_s}. Ŕő šőńĳłő ůšő ďőłăğăŋŋőňş śşźěśšćş¿š šăłĺě ůĺśńă μ_j ,

ůšő ⃗x_{r+1} −^s ∑ j=1 μ_j ⃗x_{lj} = 0.

İšő ğŋăůĺš, ůšő ŕřĺ ćśěţ q = 0, . . . , k − 1 ćżŕőńŋěŋő řăćěŋśšćő k∑ i=1 β_iα^q_i · (α^{r+1}_i − s∑ j=1 μ_j α^{lj} ) = 0.

Ŕőńşůĺšě őšś¿ďă, ůšő ňŋőčőůńěŋ P (x) = x^{r+1} −^s ∑ j=1 μ_j x^{lj} = 0 £ćń£ěšś£ ĺśłőňżň ňŋő-

čőůńěŋőň ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺ śšăřÿĺň łő¡ťťĺűĺěŋšőň 1 (ŋő ŋě őą£ğăšěńĳŋő śšěŕěŋĺ k), ĺňě¿źĺľ ůĺśńă α_1, . . ., α_k śćőĺňĺ łőřŋ£ňĺ. B25. Řěÿěŋĺě ¡šőľ ğăďăůĺ ŋě ŕřĺćőďĺšś£.

Śěřĺ£ D.

D1. Őšćěšż.

ă) Ůĺśńő (k + √ k^2 + 4)/2 | łőřěŋĳ şřăćŋěŋĺ£ x^2 − kx − 1.

ą) Ďń£ ŕřőňěęşšłă (1; 2) | łőřěŋĳ şřăćŋěŋĺ£ x^3 − x + 1; ďń£ ŕřőňěęşšłă (k, k + 1) | łőřěŋĳ şřăćŋěŋĺ£ x^3 − (k + 1)x^2 + 1 = 0.

ć) Ňŋőčőůńěŋ p(x) = x^n − x^{n−1} − x^{n−2} − · · · − 1 ĺňěěš łőřěŋĳ ŋă ĺŋšěřćăńě (1; 2). İšő śńěďşěš ĺğ šőčő, ůšő p(1) < 0, p(2) = 2^n − 2^{n−1} − · · · − 1 = 1 > 0. Őśšăńĳŋżě łőřŋĺ p(z) ńěęăš ć łřşčě |z| < 1 ĺ ňŋőčőůńěŋ ¡šőš ŋěŕřĺćőďĺň (ďőłăğăšěńĳśšćő ŋě ŕřĺćőďĺšś£).

Ňŋőčőůńěŋ p(x) = x^k − (k + 1)x^{k−1} + 1 ŋěŕřĺćőďĺň ŕřĺ k ¿ 2 ĺ ĺňěěš łőřěŋĳ ć ŕřőňěęşšłě (k; k + 1), šăł łăł p(k) = −k^{k−1} + 1, p(k + 1) = 1. Őśšăńĳŋżě łőřŋĺ p(z) ńěęăš ć łřşčě |z| < 1 ĺ ňŋőčőůńěŋ ¡šőš ŋěŕřĺćőďĺň (ďőłăğăšěńĳśšćő ŋě ŕřĺćőďĺšś£).