Ďřőąŋżě ůăśšĺ śšěŕěŋěľ

Ă. §. Ąěńőć Ă. Ă. Ěčőřőć Ś. Ă. Ďőřĺůěŋłő

Őąźă£ ŕőśšăŋőćłă ğăďăůĺ.

Ŕşśšĳ α | ďěľśšćĺšěńĳŋőě ůĺśńő, |α| > 1. Ůšő ňőęŋő śłăğăšĳ ő ňŋőęěśšćě ŕřěďěńĳŋżţ šőůěł ďřőąŋżţ ůăśšěľ śšěŕěŋěľ α?

Ŕřěďćăřĺšěńĳŋżě ğăďăůĺ.

1. Ŋăľďĺšě śőšş¿ ďěś£šĺůŋş¿ űĺťřş ŕőśńě ğăŕ£šőľ ůĺśńă

ă) (2 + √ 3)^{1000}; ą) (2 + √ 5)^{1000}; ć) (2 + √ 5)^{2001}.

2. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ {1, 5^n} ŋě ĺňěěš ŕřěďěńă.

Śěřĺ£ A. Ďřőąŋżě ůăśšĺ śšěŕěŋěľ ŕřőĺğćőńĳŋżţ ůĺśěń.

A1. Ďőłăęĺšě, ůšő śşźěśšćşěš šăłőě α > 1, ůšő ŕřĺ ćśěţ n ćżŕőńŋ£ěšś£ ŋěřăćěŋśšćő 1 3 < {α^n} <^2_3 A2. Ŕşśšĳ S ⊂ N | ąěśłőŋěůŋőě ŕőďňŋőęěśšćő ŋăšşřăńĳŋőčő ř£ďă. Šőčďă ŋăľď-ěšś£ šăłőě α, ůšő ňŋőęěśšćő {a | a = [α^n]} ĺňěěš ąěśłőŋěůŋőě ŕěřěśěůěŋĺě ś S. A3. Ŕşśšĳ ďăŋă ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ őšřěğłőć [a_n, b_n], 0 6 a_n < b_n 6 1, ŕřĺůěň ďńĺŋă łăęďőčő ĺğ ŋĺţ ŋě ňěŋĳÿě 10^{−6}. Ďőłăęĺšě, ůšő ŋăľďěšś£ šăłőě x, ůšő {x^n} ŕřĺ ćśěţ

n ∈ N ńěęĺš ć [an, bn].

A4. Ćěřŋő ńĺ şšćěřęďěŋĺě ŕřěďżďşźěčő ŕşŋłšă, ěśńĺ śřěďĺ őšřěğłőć [a_n, b_n] ĺňě¿šś£ őšřěğłĺ śłőńĳ şčőďŋő ňăńőľ ďńĺŋż?

A5^{∗∗}. Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ ń¿ąőčő β ∈ [0, 1], śşźěśšćşěš šăłőě α, ůšő lim_{n→∞}{α^n} = β.

Śěřĺ£ B. Ůĺśńă Ŕĺğő.

B1. Ďőłăęĺšě, ůšő ďěś£šĺůŋă£ ğăŕĺśĳ ůĺśńă {(3 + √ 7)^{3n}} ŋăůĺŋăěšś£ ś n ďěć£šőł.

B2. Ďőłăęĺšě, ůšő ŋě śşźěśšćşěš ŕřěďěń

ă) lim_{n→∞}{(4 + √ 7)^n}; ą) lim_{n→∞} {( 3 + √ 7 3 )_n} . Őąőğŋăůěŋĺ£. Ąńĺęăľÿěě űěńőě ůĺśńő ł ůĺśńş α őąőğŋăůĺň śĺňćőńőň [[α]], ă řăśśšő£ŋĺě őš ůĺśńă α ďő ąńĺęăľÿěčő ł ŋěňş űěńőčő ůĺśńă | śĺňćőńőň {{α}}. B3. Ŕşśšĳ α | řăűĺőŋăńĳŋőě ŋěűěńőě ůĺśńő, ąőńĳÿěě 1. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕőśńěďőćăšěńĳ- ŋőśšĳ {{α^n}} ă) ŋě śšřěňĺšś£ ł 0; ą) ŋě ĺňěěš ŕřěďěńă. B4. Ŕşśšĳ α =^k √ m | ĺřřăűĺőŋăńĳŋő. Ňőęěš ńĺ lim_{n→∞}{{α^n}} = 0?

B5. Ŕşśšĳ α > 1 | ćěźěśšćěŋŋżľ ĺřřăűĺőŋăńĳŋżľ łőřěŋĳ łćăďřăšŋőčő šřěţůńěŋă x^2 + bx+c, čďě a, b | űěńżě ůĺśńă. Ďőłăęĺšě, ůšő lim_{n→∞}{{α^n}} = 0 šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ňőďşńĳ ćšőřőčő łőřŋ£ łćăďřăšŋőčő šřěţůńěŋă ňěŋĳÿě 1.

B6. Ŕşśšĳ α > 1 | ćěźěśšćěŋŋżľ ĺřřăűĺőŋăńĳŋżľ łőřěŋĳ łćăďřăšŋőčő šřěţůńěŋă ax^2 + bx+c, čďě a, b ĺ c | űěńżě ćğăĺňŋő ŕřőśšżě ůĺśńă ĺ a > 1. Ćőğňőęŋő ńĺ, ůšő lim_{n→∞}{{α^n}} = 0? B7. Ŕşśšĳ α_1, . . ., α_k | ćśě łőřŋĺ ňŋőčőůńěŋă śšěŕěŋĺ k ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺ śšăřÿĺň łő¡ťťĺűĺěŋšőň 1. Ďőłăęĺšě, ůšő śşňňă α^n_1 + · · · + α^n_k £ćń£ěšś£ űěńżň ůĺśńőň ŕřĺ ń¿ąőň ŋăšşřăńĳŋőň n, ěśńĺ ă) k = 2; ą) k = 3; ć) k | ń¿ąőě ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő.

B8. Ŕşśšĳ α { ŋăĺąőńĳÿĺľ ďěľśšćĺšěńĳŋżľ łőřěŋĳ ňŋőčőůńěŋă

x^3 − x − 1 = 0

Ďőłăęĺšě, ůšő řăśśšő£ŋĺě őš ůĺśńă α^n ďő ąńĺęăľÿěčő űěńőčő śšřěňĺšś£ ł ŋşń¿. B9. Ŕşśšĳ α { ŋăĺąőńĳÿĺľ ďěľśšćĺšěńĳŋżľ łőřěŋĳ ňŋőčőůńěŋă

x^3 − 5x^2 − 4x + 1 = 0

Ŋăľďĺšě 90 ğŋăłőć ŕőśńě ğăŕ£šőľ ş ůĺśěń ă) α^{2000}; ą) α^{2001}.

Őŕřěďěńěŋĺě 1. Ůĺśńő α ŋăğżćăěšś£ ăńčěąřăĺůěśłĺň, ěśńĺ őŋő £ćń£ěšś£ łőřŋěň ňŋőčőůńěŋă ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ. Ŋăĺňěŋĳÿă£ śšěŕěŋĳ šăłőčő ňŋőčőůńěŋă ŋăğżćăěšś£ śšěŕěŋĳ¿ ăńčěąřăĺůěśłőčő ůĺśńă α.

Őŕřěďěńěŋĺě 2. Ćěźěśšćěŋŋőě ůĺśńő α > 1 ŋăğżćăěšś£ ůĺśńőň Ŕĺğő, ěśńĺ őŋő £ćń£ěšś£ łőřŋěň ŋěłőšőřőčő ňŋőčőůńěŋă ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺ śšăřÿĺň łő¡ťťĺűĺěŋšőň 1, ŕřĺůěň ćśě őśšăńĳŋżě łőřŋĺ ¡šőčő ňŋőčőůńěŋă (ć šőň ůĺśńě ĺ łőňŕńěłśŋżě) ŕő ňőďşń¿ śšřőčő ňěŋĳÿě 1.

B10. Ŕşśšĳ α | ůĺśńő Ŕĺğő. Ďőłăęĺšě, ůšő lim_{n→∞}{{α^n}} = 0.

B11^∗. Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ łăęďőčő ŋăšşřăńĳŋőčő k ŋăľďěšś£ ŋěŕřĺćőďĺňżľ ňŋőčőůńěŋ śšěŕěŋĺ k ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺ śšăřÿĺň łő¡ťťĺűĺěŋšőň 1, őďĺŋ ĺğ łőřŋěľ łőšőřőčő ąőńĳÿě 1, ă ňőďşńĺ őśšăńĳŋżţ łőřŋěľ ňěŋĳÿě 1. Ŕőŕřőąşľšě ŕřĺćěśšĺ ŕřĺňěřż šăłĺţ ňŋőčőůńěŋőć (ďń£ łăęďőčő k).

Ğăňěůăŋĺě. Ďń£ řěÿěŋĺ£ śńěďş¿źĺţ šřşďŋżţ ğăďăů B12, B13 ő ůĺśńăţ Ŕĺğő ňőčşš ążšĳ ŕőńěğŋżňĺ ŕřĺćőďĺňżě ŋĺęě ğăďăůĺ B16 | B25.

B12. Ŕşśšĳ α > 1, ŕřĺů-ěň lim_{m→∞}{{α^m}} = 0. Łřőňě šőčő, ŕşśšĳ α^n + a_1α^{n−1} + · · · + a_n = 0, čďě a_i ∈ Z, ŕřĺů-ěň n | ňĺŋĺňăńĳŋőě ůĺśńő, šăłőě ůšő α | łőřěŋĳ şřăćŋěŋĺ£ n-ľ śšěŕěŋĺ ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ. Šőčďă ćśě ŕřőůĺě łőřŋĺ ¡šőčő şřăćŋěŋĺ£ ŕő ňőďşń¿ ňěŋĳÿě 1. B13. Řăśŕřőśšřăŋĺšě řěğşńĳšăš ğăďăůĺ B12 ŋă łőřŋĺ şřăćŋěŋĺľ ćĺďă a_0x^n + a_1x^{n−1} + · · · + a_n = 0, čďě a_i | ćğăĺňŋő ŕřőśšżě ć śőćőłşŕŋőśšĺ. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ lim_{n→∞}{{α^n}} = 0, šő a_0 = 1.

B14. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ α | ăńčěąřăĺůěśłőě ůĺśńő ĺ lim_{n→∞}{{α^n}} = β, šő β = 0. B15^∗. Śşźěśšćşěš ńĺ šăłőě ŋěăńčěąřăĺůěśłőě ůĺśńő α, ůšő lim_{n→∞}{{α^n}} = 0? * * * B16. Ďőłăęĺšě, ůšő ňŋőčőůńěŋ ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£ 1 ŋěŕřĺćőďĺň (šő ěśšĳ ŋě řăśłńăďżćăěšś£ ć ŕřőĺğćěďěŋĺě ďćşţ ňŋőčőůńěŋőć ŋěŋşńěćőľ śšěŕěŋĺ ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ) ĺ £ćń£ěšś£ ňĺŋĺňăńĳŋżň (ŕő śšěŕěŋĺ) śřěďĺ ćśěţ ňŋőčőůńěŋőć ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ, ĺňě¿źĺţ łőřŋěň α.

B17. Ŕşśšĳ α | łőřěŋĳ şřăćŋěŋĺ£ a_0x^k + a_1x^{k−1} + · · · + a_k = 0. Őąőğŋăůĺň u_n = α^n, v_n = [[α^n]]. Ďőłăęĺšě, ůšő a_0u_n + a_1u_{n−1} + · · · + a_ku_{n−k} = 0 ŕřĺ n ¿ k, ă ěśńĺ lim_{n→∞}{{α^n}} = 0, šő a_0v_n + a_1v_{n−1} + · · · + a_kv_{n−k} = 0 ďń£ ćśěţ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺţ n.

B18. Ŕşśšĳ b_n =^k ∑ i=1 a_iλ^n_i , čďě ćśě a_i ≠ 0 ĺ ůĺśńă λ_1, . . .λ_k ŕőŕăřŋő řăğńĺůŋż ĺ ŋěŋşńě-

ćżě. Őąőğŋăůĺň λ = max |λ_i|. Ďőłăęĺšě, ůšő śşźěśšćşěš šăłőě ε > 0, ůšő ŕřĺ ćśěţ n ćżŕőńŋěŋő max(|b_n|, |b_{n+1}|, . . ., |b_{n+k}|) > ελ^n (ε ğăćĺśĺš őš k ĺ ŋăąőřőć {a_i}, {λ_i}, ŋő ŋě őš n). B19. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ a_n = ∑ β_iα^n_i , čďě β_i ≠ 0 ĺ ůĺśńă α_1, . . ., α_k ŕőŕăřŋő řăğńĺůŋż, ĺňěěš ŕřěďěń ŕřĺ n → ∞ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ŕřĺ łăęďőň i ńĺąő |α_i| < 1, ńĺąő α_i = 1.

Őŕřěďěńěŋĺě 3. Ńĺŋěľŋőľ řěłşřřěŋšőľ ŕőř£ďłă k ŋăğżćăěšś£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ůĺśěń {x_n} šăłă£, ůšő ŕřĺ ćśěţ n ćżŕőńŋ£ěšś£ śőőšŋőÿěŋĺě

a_0x_{n+k} + a_1x_{n+k−1} + · · · + a_kx_n = 0.

Ůĺśńă a_0, a_1, . . ., a_k ŋăğżćă¿šś£ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ďăŋŋőľ ńĺŋěľŋőľ řěłşřřěŋšż. Śšěŕěŋŋă£ ťşŋłűĺ£ x_n = λ^n ěśšĳ ńĺŋěľŋă£ řěłşřřěŋšă ŕěřćőčő ŕőř£ďłă, ă ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ Ťĺąőŋăůůĺ | ćšőřőčő.

B20. Řěÿĺšě ğăďăůĺ B21 { B25 ďń£ k = 2.

B21. ă) Ďőłăęĺšě, ůšő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ x_n = λ^n ěśšĳ ńĺŋěľŋă£ řěłşřřěŋšă ŕőř£ďłă k ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ a_0, a_1, . . ., a_k šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă λ ěśšĳ łőřěŋĳ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőčő şřăćŋěŋĺ£ a_0x^k + a_1x^{k−1} + · · · + a_k = 0.

ą) Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőě şřăćŋěŋĺě ŋě ĺňěěš łřăšŋżţ łőřŋěľ, šő ńĺŋěľŋă£ řěłşřřěŋšă u_k ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ a_0, . . ., a_k ĺňěěš ćĺď u_n = ∑ s β_sλ^n_s , čďě λ_s śşšĳ łőřŋĺ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőčő şřăćŋěŋĺ£.

Őŕřěďěńěŋĺě 4. Ťşŋłűĺĺ f_1, . . ., f_k ŋăğżćă¿šś£ ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺňżňĺ, ěśńĺ śşźěśšćş¿š ůĺśńă μ_1, . . ., μ_k, ŋě ćśě řăćŋżě ŋşń¿, šăłĺě, ůšő ∑ i μ_if_i ≡ 0.

B22. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ ťşŋłűĺĺ f_1, . . ., f_k ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺňż ś łőňŕńěłśŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺ ŕřĺŋĺňă¿š řăűĺőŋăńĳŋżě ğŋăůěŋĺ£, šő őŋĺ ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺňż ś řăűĺőŋăńĳŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ.

B23. Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ůĺśěń u_n ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł ťşŋłűĺ¿ u(n) ĺğ N ć C . Ŕőńőęĺň u_s(n) = u(n+s). Ďőłăęĺšě, ůšő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ u_n ěśšĳ ńĺŋěľŋă£ řěłşřřěŋšă ŕőř£ďłă k šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ťşŋłűĺĺ u_0(n), . . ., u_k(n) ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺňż. B24. ă) Ŕşśšĳ łőňŕńěłśŋżě ůĺśńă β_1, . . ., β_k; α_1, . . ., α_k šăłőćż, ůšő ŕřĺ ćśěţ ŋăšşřăńĳŋżţ n ůĺśńő ∑ i β_iα^n_i űěńőě, β_1 ≠ 0, . . ., β_k ≠ 0 ĺ α_1, . . ., α_k | ŋěŋşńěćżě ŕőŕăřŋő řăğńĺůŋżě ůĺśńă. Ďőłăęĺšě, ůšő ůĺśńă α_1, . . ., α_k £ćń£¿šś£ łőřŋ£ňĺ ŋěłőšőřőčő şřăćŋěŋĺ£ k-őľ śšěŕěŋĺ ś űěńżňĺ ćğăĺňŋő ŕřőśšżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ.

ą) Ďőłăęĺšě, ůšő śšăřÿĺľ łő¡ťťĺűĺěŋš ¡šőčő şřăćŋěŋĺ£ řăćěŋ 1. B25. Ňőčşš ńĺ ćśě ůńěŋż ńĺŋěľŋőľ řěłşřřěŋšż a_0x_{n+k} +a_1x_{n+k−1} +· · ·+a_kx_n = 0 ŕőř£ďłă k ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ążšĳ űěńżňĺ, ěśńĺ a_0 > 1 ĺ ňŋőčőůńěŋ a_0x^k +a_1x^{k−1} +· · ·+a_k ŋěŕřĺćőďĺň?

Śěřĺ£ C. Ŕěřćżě űĺťřż śšěŕěŋěľ.

C1. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŕěřćżţ űĺťř ůĺśěń 2^{2n} ŋěŕěřĺőďĺůŋă. Şłăğăŋĺě. Řăśśňőšřĺšě ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ {2^n lg 2}. C2. Ŕşśšĳ lg α | ĺřřăűĺőŋăńĳŋőě ůĺśńő. Ďőłăęĺšě, ůšő ă) ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŕěřćżţ űĺťř ůĺśěń α^{2n} ŋěŕěřĺőďĺůŋă; ą) ŕřĺ ŋěłőšőřżţ α ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŕěřćżţ űĺťř α^{10n} ŕěřĺőďĺůŋă. C3. Ŕőśšăřăľšěśĳ şłăğăšĳ łăł ňőęŋő ąőńĳÿěě γ, ůšő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŕěřćżţ űĺťř α^γ n ążńă ąż ŋěŕěřĺőďĺůŋőľ ďń£ ćśěţ α, łřőňě śů-ěšŋőčő ňŋőęěśšćă. Řăśśňőšřĺšě śńşůăĺ γ = 3, 4, . . ., 9. Ŕşśšĳ a_k ∈ (0, 1) | ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ćěźěśšćěŋŋżţ ůĺśěń šăłă£, ůšő a_{n+1} = {2a_n}.

C4. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ {a_n} ŕěřĺőďĺůŋă (ŋăůĺŋă£ ś ŋěłőšőřőčő ŋőňěřă) šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă a_0 ∈ Q. C5. Ŕşśšĳ a_0 ĺřřăűĺőŋăńĳŋő.

ă) Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřĺ ń¿ąőň k ŋăľď-ěšś£ šăłőě n, ůšő |a_{n+k} − a_n| > 0, 1. ą) Ŋăľďĺšě ňăłśĺňăńĳŋőě ε, šăłőě, ůšő ďń£ ń¿ąőčő k ŋăľď-ěšś£ n, ďń£ łőšőřőčő |a_{n+k} − a_n| > ε. C6. Őąőąźĺšě řěğşńĳšăšż ŕşŋłšőć Ś4{Ś5 ďń£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ, ğăďăŋŋżţ şśńőćĺěň ćĺďă a_{n+1} = {ma_n}.