İłśšřěňăńĳŋżě čřăťż

Ś.Ąěřńőć, Ď.Łăřŕőć

Řěÿěŋĺ£{2

Ŋşęŋżě ďń£ ďăńĳŋěľÿěčő ğăňěůăŋĺ£ Őŕřěďěńěŋĺě. Řăśśňőšřĺň ŕřőĺğćőńĳŋżľ čřăť G, ĺňě¿źĺľ v ćěřÿĺŋ F_1, F_2, . . . , F_v, ąěğ ŕěšěńĳ ĺ łřăšŋżţ řěąěř. Őŕřěďěńĺň ďń£ čřăťă G ďćşďőńĳŋżľ čřăť D(G) śńěďş¿źĺň őąřăğőň: ş D(G) ąşďěš 2v ćěřÿĺŋ: A_1, A_2, . . . , A_v, B_1, B_2, . . . , B_v. Ďń£ łăęďőčő řěąřă F_iF_j ć čřăťě G ňż ŕřőćěďěň ć čřăťě D(G) ďćă řěąřă A_iB_j ĺ A_jB_i. Šăłĺň őąřăğőň, ć čřăťě D(G) őłăęěšś£ ć ďćă řăğă ąőńĳÿě řěąěř, ůěň ć čřăťě G. Ŋăğőćěň ŕőśšřőěŋŋżľ čřăť şďćőěŋĺěň čřăťă G.

Őšňěšĺň ďćă őůěćĺďŋżţ śćőľśšćă şďćőěŋĺ£ čřăťă. Ńěňňă 1. 1. Ć čřăťě D(G) ŋĺ ďń£ łăłőčő i ŋěš řěąřă A_iB_i.

2. Čřăť G ĺňěěš ŕőďčřăť K_{m,n} šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ěčő şďćőěŋĺě D(G) ĺňěěš ŕőďčřăť K_{m,n}.

3. Ďń£ ń¿ążţ m, n ∈ N ćżŕőńŋ£ěšś£ śőőšŋőÿěŋĺě ex_2(2v, K_{m,n}) ≥ 2ex(v, K_{m,n}). Ďőłăğăšěńĳśšćő. 1. Ŕěřćżľ ŕşŋłš ńěňňż őůěćĺďěŋ ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£ şďćőěŋĺ£. 2. Ŕşśšĳ ć ďćşďőńĳŋőň čřăťě D(G) ěśšĳ ŕőďčřăť K_{m,n}, ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő łăęďă£ ĺğ ćěřÿĺŋ

A_{i1} , A_{i2} , . . . , A_{im} śőěďĺŋěŋă ś łăęďőľ ĺğ ćěřÿĺŋ B_{j1} , B_{j2} , . . . , B_{jn} . Šăł łăł ŋĺ ďń£ łăłőčő l ćěřÿĺŋż A_l ĺ B_l ŋě śőěďĺŋěŋż řěąřőň ć D(G), šő ćśě ĺŋďěłśż i_1, i_2, . . . , i_m, j_1, j_2, . . . , j_n ŕőŕăřŋő řăğńĺůŋż. Cńěďőćăšěńĳŋő, ŕő ŕőśšřőěŋĺ¿ D(G), ć čřăťě G łăęďă£ ĺğ ćěřÿĺŋ F_{i1} , F_{i2} , . . . , F_{im} śőěďĺŋěŋă ś łăęďőľ ĺğ ćěřÿĺŋ F_{j1} , F_{j2} , . . . , F_{jn} . Šăłĺň őąřăğőň, ňż ŋăÿńĺ ć čřăťě G ŕőďčřăť K_{m,n}.

Ŋăőąőřőš, ěśńĺ čřăť G ĺňěěš ŕőďčřăť K_{m,n}, šő ěśšĳ, śőďěřęĺš m ćěřÿĺŋ F_{i1} , F_{i2} , . . . , F_{im} , łăęďă£ ĺğ łőšőřżţ śőěďĺŋěŋă ś łăęďőľ ĺğ n ćěřÿĺŋ F_{j1} , F_{j2} , . . . , F_{jn} , šő, ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ şďćőěŋĺ£ čřăťă, ć D(G) łăęďă£ ĺğ ćěřÿĺŋ A_{i1} , A_{i2} , . . . , A_{im} śőěďĺŋěŋă ś łăęďőľ ĺğ ćěřÿĺŋ B_{j1} , B_{j2} , . . . , B_{jn} .

3. Řăśśňőšřĺň čřăť G_v ś v ćěřÿĺŋăňĺ ĺ ex(v, K_{m,n}) řěąřăňĺ, ŋě śőďěřęăźĺľ ŕőďčřăťă

K_{m,n}. Ěčő şďćőěŋĺě D(G_v) šăłęě ŋě śőďěřęĺš ŕőďčřăťă K_{m,n}, ĺ ĺňěěš 2ex(v, K_{m,n}) řěąěř. Śńěďőćăšěńĳŋő, ex_2(2v, K_{m,n}) ≥ 2ex(v, K_{m,n}).

Ńěňňă ďőłăğăŋă.

Řăśśňőšřĺň čřăť G c v ćěřÿĺŋăňĺ F_1, F_2, . . . , F_v, ŕşśšĳ śšěŕěŋĺ ěčő ćěřÿĺŋ řăćŋż d_1, d_2, . . . , d_v śőőšćěšśšćěŋŋő. Ŕşśšĳ S = v∑ i=1 d_i, d = s v . Šěőřěňă 1. Ěśńĺ čřăť G c v ćěřÿĺŋăňĺ ŋě śőďěřęĺš ŕőďčřăťă K_{m,n} (čďě v ≥ m + n), šő ćżŕőńŋ£ěšś£ ŋěřăćěŋśšćő d(d − 1) . . . (d − m + 1) ≤ (n − 1) · (v − 1)(v − 2) . . . (v − m + 1).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. 1. Řăśśňőšřĺň D(G) { şďćőěŋĺě čřăťă G. Ŕő ńěňňě 1, čřăť D(G) šăłęě ŋě śőďěřęĺš ŕőďčřăťă K(m, n). Łăł ňż ğŋăěň, D(G) { ďćşďőńĳŋżľ čřăť ś śĺňňěšřĺůŋżňĺ ďőń£ňĺ ŕő v ćěřÿĺŋ. Řăśśňőšřĺň ćěřÿĺŋż őďŋőľ ĺğ ¡šĺţ ďőńěľ { A_1, A_2, . . . , A_v (őąőğŋăůĺň ůěřěğ A ňŋőęěśšćő ¡šĺţ ćěřÿĺŋ). Ćżďěńĺň ć ňŋőęěśšćě ¡šĺţ ćěřÿĺŋ v ŕőďňŋőęěśšć S_1, S_2,

. . . , S_v, čďě S_i { ňŋőęěśšćő ćěřÿĺŋ, śőěďĺŋěŋŋżţ ś ćěřÿĺŋőľ B_i ĺğ ďřşčőľ ďőńĺ čřăťă D(G). Šőčďă ć ¡šĺţ ňŋőęěśšćăţ d_1, d_2, . . . , d_v ćěřÿĺŋ śőőšćěšśšćěŋŋő.

Ďń£ łăęďżţ m ćěřÿĺŋ ňŋőęěśšćă A ŕőďśůĺšăěň łőńĺůěśšćő ňŋőęěśšć, ć łőšőřżţ śőďěřęăšś£ ćśě ¡šĺ m ćěřÿĺŋ. Ĺğ şśńőćĺ£ őšśşšśšćĺ£ ŕőďčřăťă K_{m,n} ć D(G) śńěďşěš, ůšő šăłĺţ ňŋőęěśšć ŋě ąőńěě n − 1. Śńěďőćăšěńĳŋő, śńőęĺć ¡šĺ łőńĺůěśšćă ďń£ ćśěţ ŕőďňŋőęěśšć ĺğ m ćěřÿĺŋ, ňż ŕőńşůĺň ŋě ąőńěě, ůěň (n − 1) · C^m_v . Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ŕőďňŋőęěśšćő ĺğ d_i ¡ńěňěŋšőć ňż ŕőďśůĺšăńĺ, őůěćĺďŋő, C^m_{di} řăğ. Őšś¿ďă, ďőňŋőęĺć ŕőďśůĺšăŋŋőě ůĺśńő ŋă m!, ŕőńşůĺň ŋěřăćěŋśšćő v∑ i=1 d_i(d_i − 1) . . . (d_i − m + 1) ≤ (n − 1) · v(v − 1)(v − 2) . . . (v − m + 1).

2. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő d ≥ (m − 1) (ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě şšćěřęďěŋĺě šěőřěňż őůěćĺďŋő). Ŕşśšĳ P (x) = x(x − 1) . . . (x − m + 1). Ďőłăęěň, ůšő v · P (d) ≤ v∑ i=1 P (d_i). Ňż ąşďěň ňěŋ£šĳ ůĺśńă d_1, d_2, . . . d_v šăł, ůšő ĺţ śşňňă ŋě ĺğňěŋ£ńăśĳ, ă ńěćă£ ůăśšĳ ŋě şćěńĺůĺćăńăśĳ. Łőŋěůŋőľ űěńĳ¿ ¡šőčő ŕřőűěśśă ĺğňěŋěŋĺľ ąşďěš ğăňěŋă łăęďőčő ĺğ ¡šĺţ ůĺśěń ŋă ĺţ śřěďŋěě ăřĺťňěšĺůěśłőě d.

Cŋăůăńă ďőąĳěňś£ šőčő, ůšőąż ćśě ¡šĺ ůĺśńă ążńĺ ŋě ňěŋěě, ůěň m − 1. Ŕşśšĳ ¡šő ŋě šăł, řăśśňőšřĺň ŋăĺňěŋĳÿěě ĺğ ŋĺţ, ŕşśšĳ ¡šő d_i < (m − 1). Šăł łăł d ≥ m − 1, šő śşźěśšćşěš d_j > m − 1. Ğăňěšĺň, ůšő P (d_i) + P (d_j) = P (d_j) ≤ P (d_i + d_j − m + 1) = P (d_i + d_j − m + 1) + P (m − 1), šăł łăł ćśě řăśśňăšřĺćăěňżě ůĺśńă ŋăšşřăńĳŋżě ĺ P (x) ćőğřăśšăěš ŕřĺ x ≥ m − 1. Śńěďőćăšěńĳŋő, ğăňěŋă d_i ĺ d_j ŋă m − 1 ĺ d_i + d_j − m + 1 şňěŋĳÿăěš ńěćş¿ ůăśšĳ ďőłăğżćăěňőčő ŋěřăćěŋśšćă ĺ, őůěćĺďŋő, şćěńĺůĺćăěš ŋăĺňěŋĳÿěě ĺğ ůĺśěń d_1, d_2, . . . d_v, ŋě ňěŋ££ ĺţ śşňňż. Śńěďőćăšěńĳŋő, ŕőśńě ŋěśłőńĳłĺţ šăłĺţ ğăňěŋ ćśě ůĺśńă ąşďşš ŋě ňěŋĳÿě, ůěň m − 1. Ŋő, ŕőśłőńĳłş ŕřĺ x ≥ m − 1, ňŋőčőůńěŋ P (x) { ćżŕşłńă£ ćŋĺğ ťşŋłűĺ£, ğăňěŋĺć v ůĺśěń ŋă ĺţ śřěďŋěě ăřĺťňěšĺůěśłőě d, ňż ńĺÿĳ şňěŋĳÿĺň śşňňş ğŋăůěŋĺľ ňŋőčőůńěŋă ć ŋĺţ. Şůĺšżćă£ ďőłăğăŋŋőě ćżÿě, ňż ŕőńşůăěň: vP (d) ≤ v∑ i=1 P (d_i) ≤ (n − 1)v(v − 1) . . . (v − m + 1). Řăğďěńĺć ¡šő ŋěřăćěŋśšćő ŋă łőńĺůěśšćő ćěřÿĺŋ v, ňż ğăćěřÿĺň ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż.

Šěőřěňă ďőłăğăŋă. Řěÿěŋĺě ğăďăůĺ 7 Ćżŕőńŋ£ěšś£ ŋěřăćěŋśšćő d < (m − 1)^1n v^{(1}�^1n^) +^n_2 .

Ŕőďśšăćĺň ć ńěćş¿ ůăśšĳ ŋěřăćěŋśšćă ĺğ şśńőćĺ£ šěőřěňż d0 = (m − 1)^1n v^{(1}�^1n^) +^n_2 . Šăł łăł

∀i < [^n_2 ] ( v + (^n_2 − i) · (^v_m�_1 )^1n ) · (v + (^n_2 − (n − i) ) · (^v_m�_1 )^1n ) > (v − i)(v − (n − i)), ňż ŕőńşůĺň űěŕőůłş

ŋěřăćěŋśšć n�1_∏ i=0 (d_0 − i) = (m − 1) · n�1_∏ i=1 (v + (n 2 − i) · ( v m − 1 )^1n ) > (m − 1) · n�1_∏ i=1 (v − i). Śńěďőćăšěńĳŋő d < d_0, šăł łăł ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě ŋěřăćěŋśšćő ĺğ šěőřěňż 1, łăł ćĺďŋő ĺğ ďőłăğăŋŋőčő ćżÿě, ŋě ćżŕőńŋ£ěšś£.

Šăłĺň őąřăğőň, ňż ďőłăğăńĺ őűěŋłş śćěřţş ŋă śřěďŋ¿¿ śšěŕěŋĳ ćěřÿĺŋ d, ć čřăťě c v ćěřÿĺŋăňĺ, ŋě śőďěřęăźěň ŕőďčřăťă K_{m,n}. İšă őűěŋłă ĺňěěš ŕőř£ďőł O(v^n

�1_n ) (ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő m > n). Ŕőśłőńĳłş łőńĺůěśšćő řěąěř ć čřăťě řăćŋő^{vd}_2 , ňż ĺňěěň ex(v, K_{m,n}) <^1_2 · (m − 1)^1n v^{(2}�^1n^) +^{nv}_4 , őűěŋłă ĺňěěš ŕőř£ďőł O(v^{(2}�^1n^)).

Řěÿěŋĺě ğăďăůĺ 5 Ć ďćşďőńĳŋőň čřăťě G, ć ďőń£ţ łőšőřőčő w ĺ v − w ćěřÿĺŋ, ŋě śőďěřęăźěň ŕőďčřăťă K_{2,n}, łőńĺůěśšćő řěąěř ŋě ŕřěćőśţőďĺš v + √ v^2 + 8(n − 1)(v − 2)w(v − w) 4 . Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ d_1, d_2, . . . d_w { śšěŕěŋĺ ćěřÿĺŋ ŕěřćőľ ďőńĺ, S { ĺţ śşňňă (őšňěšĺň, ůšő śşňňż śšěŕěŋěľ ćěřÿĺŋ ć őąěĺţ ďőń£ţ śőćŕăďă¿š). Šőčďă śšěŕěŋĺ ćěřÿĺŋ ďőńĺ şďőćńěšćőř£¿š ŋěřăćěŋśšćş ĺğ śńěďśšćĺ£ 2 w∑ i=1 d_i(d_i − 1) ≤ (n − 1) · (v − w)(v − w − 1) ⇐⇒ w∑ i=1 d^2_i ≤ (n − 1) · (v − w)(v − w − 1) + S. Ŕřĺňěŋĺć ŋěřăćěŋśšćő ő śřěďŋěň łćăďřăšĺůŋőň ďń£ śšěŕěŋěľ ćěřÿĺŋ ďőńĺ, ňż ŕőńşůĺň łćăďřăšŋőě ŋěřăćěŋśšćő ŋă ĺţ śşňňş: S^2 − wS − (n − 1) · w(v − w)(v − w − 1) ≤ 0. Ăŋăńőčĺůŋő, řăśśňőšřěć ďřşčş¿ ďőń¿, ňż ŕőńşůĺň ŋěřăćěŋśšćő S^2 − (v − w)S − (n − 1) · w(v − w)(w − 1) ≤ 0. Cńőęĺć ¡šĺ ďćă ŋěřăćěŋśšćă, ňż ŕőńşůĺň łćăďřăšŋőě ŋěřăćěŋśšćő ŋă S, ĺğ łőšőřőčő śńěďşěš şšćěřęďěŋĺě šěőřěňż.

Řěÿěŋĺě ğăďăů 4, 6 Ć čřăťě G ś v ćěřÿĺŋăňĺ, ŋě śőďěřęăźěň ŕőďčřăťă K_{2,n}, łőńĺůěśšćő řěąěř ŋě ŕřěćőśţőďĺš

v(1 + √ 1 + 4(n − 1)(v − 1) ) 4 . Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ć śńşůăě ŕőďčřăťă K_{2,n}, ŕő šěőřěňě 1, śřěďŋ££ śšěŕěŋĳ ćěřÿĺŋ čřăťă şďőćńěšćőř£ěš łćăďřăšŋőňş ŋěřăćěŋśšćş, ĺğ łőšőřőčő ĺ śńěďşěš ďăŋŋőě şšćěřęďěŋĺě.

Řěÿěŋĺě ğăďăů 9 Ğăťĺłśĺřşěň ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő n ĺ řăśśňőšřĺň łőŋěůŋőě ŕőńě F_pφ(n) (ůěřěğ φ(n) ňż őąőğŋăůăěň ťşŋłűĺ¿ İľńěřă). Šăł łăł n | (p^{φ(n)} − 1), ć ¡šőň ŕőńě śőďěřęăšś£ ćśě łőřŋĺ n śšěŕěŋĺ ĺğ ěďĺŋĺűż. Őąőğŋăůĺň ¡šĺ łőřŋĺ ůěřěğ ε_1, ε_2, . . . , ε_n, ŕşśšĳ q = p^{φ(n)}.

Řăśśňőšřĺň ňŋőęěśšćő ŕăř (x, y) ŋěŋşńěćżţ ¡ńěňěŋšőć ŕőń£ F_q. Ććěďěň ŋă ¡šĺţ ŕăřăţ őšŋőÿěŋĺě ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ: ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő (x_1, y_1) ∼ (x_2, y_2) ěśńĺ śşźěśšćşěš łőřěŋĳ n śšěŕěŋĺ ĺğ ěďĺŋĺűż ε_i šăłőľ, ůšő x_1 = ε_ix_2, y_1 = ε_iy_2. Ć łăęďőň łńăśśě ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ ąşďěš řőćŋő n ŕăř. Ňż ąşďěň őąőğŋăůăšĳ łńăśś ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ ŕăřż (a, b) ůěřěğ < a, b >. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ M_n(p) ňŋőęěśšćő šăłĺţ łńăśśőć ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ. Ŋěšřşďŋő ćĺďěšĳ, ůšő ć M_n(p) řőćŋő^{(q}�^{1)2}_n ¡ńěňěŋšőć. Ďń£ şďőąśšćă ¡ńěňěŋšż M_n(p) ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ šőůłăňĺ.

Łăęďőľ šőůłě < a, b > ŕőśšăćĺň ć śőőšćěšśšćĺě ňŋőęěśšćő T_{<a,b>} šőůěł < x, y > šăłĺţ, ůšő (ax + by)^n = 1. Ŋěšřşďŋő ćĺďěšĳ, ůšő őŕřěďěńěŋĺě T_{<a,b>} łőřřěłšŋő, šő ěśšĳ, ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ŕřěďśšăćĺšěń£ ć łńăśśě ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ.

Ńěňňă 2. 1. Ďń£ ń¿ąőľ šőůłĺ < a, b > ć ňŋőęěśšćě T_{<a,b>} řőćŋő q − 1 šőůłă. 2. Ďń£ ń¿ążţ ďćşţ šőůěł < a, b > ĺ < c, d >, ć ŕěřěśěůěŋĺĺ ňŋőęěśšć T_{<a,b>} ĺ T_{<c,d>} ŋě ąőńěě

n šőůěł.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. 1. Ğăťĺłśĺřşěň ŋěŋşńěćżě ¡ńěňěŋšż a, b ∈ F_q. Řăśśňőšřĺň ŕřőĺğćőńĳŋżľ ŋěŋşńěćőľ ¡ńěňěŋš x ∈ F_q. Ŕőśłőńĳłş (ax + by)^n = 1 ⇐⇒ ax + by = ε_i, ¡ńěňěŋšż y_i =^{εi}�^{ax}_b őąřăğş¿š n ŕăř (x, y_i) { řěÿěŋĺľ şřăćŋěŋĺ£ (ax + by)^n = 1, ĺ ďřşčĺţ ŕăř ś ¡ńěňěŋšőň x ŋă ŕěřćőň ňěśšě ŋěš. Ćśěčő ŕőńşůăěň n(q − 1) ŕăř řěÿěŋĺľ, łőšőřżě, őůěćĺďŋő, řăğąĺćă¿šś£ ŋă q − 1 łńăśś ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ.

2. Ŕşśšĳ < x, y >∈ T_{<a,b>} ∩ T_{<c,d>}. İšő őğŋăůăěš, ůšő ax + by = ε_i(cx + dy), őšłşďă (ε_ic − a)x = (b − ε_id)y. Ěśńĺ őďŋő ĺğ ¡šĺţ ćżřăęěŋĺľ řăćŋő ŋşń¿, šő ćšőřőě šăłęě řăćŋő ŋşń¿, ĺ ¡šő őğŋăůăěš, ůšő (a, b) ∼ (c, d) ⇐⇒ < a, b >=< c, d >. Ğŋăůĺš, ¡šĺ ćżřăęěŋĺ£ ŋě řăćŋż ŋşń¿, šőčďă őŕřěďěńěŋő ĺ ŋě řăćŋő ŋşń¿ k_i =^{εic}�^a_b�_{εid} ĺ { y = kx ((a + bk_i)x)^n = 1 ⇐⇒ { y = kx ∃j ∈ {1, 2, . . . n} : (a + bk_i)x = ε_j . Šăłĺň őąřăğőň, śĺśšěňă ĺňěěš ŋě ąőńěě n řěÿěŋĺľ (šőůŋěě řőćŋő n řěÿěŋĺľ ŕřĺ a + bk_i ≠ 0 ĺ ŋőńĳ řěÿěŋĺľ ŕřĺ a+bk_i = 0). İšĺ n řěÿěŋĺľ, őůěćĺďŋő, őąřăğş¿š őďĺŋ łńăśś ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ. Śńěďőćăšěńĳŋő, šăł łăł ěśšĳ n ćăřĺăŋšőć łő¡ťťĺűĺěŋšă k_i, ć ŕěřěśěůěŋĺĺ T_{<a,b>} ∩ T_{<c,d>} ŋě ąőńěě n šőůěł.

Ńěňňă ďőłăğăŋă.

Ŕőśšřőĺň ďćşďőńĳŋżľ čřăť D_n(p), ćěřÿĺŋż ć łăęďőľ ďőńě łőšőřőčő ąşďşš śőőšćěšśšćőćăšĳ šőůłăň ĺğ M_n(p) ĺ łăęďş¿ ćěřÿĺŋş A_{<a,b>} ŕěřćőľ ďőńĺ ňż śőěďĺŋĺň śő ćśěňĺ ćěřÿĺŋăňĺ B_{<x,y>} ćšőřőľ ďőńĺ šăłĺňĺ, ůšő (ax + by)^n = 1. Šăłĺň őąřăğőň, łőńĺůěśšćő ćěřÿĺŋ ć čřăťě

D_n(p) řăćŋő 2v = 2^{(q}�^{1)2}_n = 2^{(pφ(n)}�^{1)2}_n , ĺğ łăęďőľ ćěřÿĺŋż ćżţőďĺš q − 1 = p^{φ(n)} − 1 řěąěř. Ŕőśšřőěŋŋżľ čřăť D_n(p) ŋě ąşďěš śőďěřęăšĳ ŕőďčřăťă K_{2,n+1}, šăł łăł ďń£ ń¿ążţ ďćşţ šőůěł ć őďŋőľ ďőńě, ňŋőęěśšćă śőěďĺŋěŋŋżţ ś ŋĺňĺ šőůěł ďřşčőľ ďőńĺ ĺňě¿š ŕő ŕőśšřőěŋĺ¿ ŋě ąőńěě n őąźĺţ šőůěł.

Şąěřěň ĺğ čřăťă D_n(p) řěąřă, śőěďĺŋ£¿źĺě ćěřÿĺŋż, śőőšćěšśšćş¿źĺě őďĺŋăłőćżň šőůłăň ňŋőęěśšćă M_n(p). Łőńĺůěśšćő šăłĺţ řěąěř ŋě ŕřěćőśţőďĺš łőńĺůěśšćă šőůěł < a, b > šăłĺţ, ůšő (a^2 + b^2)^n = 1 ⇐⇒ ∃j ∈ {1, 2, . . . n} : a^2 + b^2 = ε_j.

Ďń£ łăęďőčő a ∈ F_pφ(n) , a ≠ 0 ěśšĳ ŋě ąőńěě 2n ćăřĺăŋšőć ćżąőřă b, śńěďőćăšěńĳŋő, łőńĺůěśšćő řěÿěŋĺľ ¡šőčő şřăćŋěŋĺ£ ŋě ŕřěćőśţőďĺš 2n(q − 1), ă łőńĺůěśšćő řěÿěŋĺľ ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ŕőďőąĺ£ ŋě ŕřěćőśţőďĺš 2(q − 1). Őśšăćÿĺľś£ ŕőśńě şďăńěŋĺ£ ¡šĺţ řěąěř čřăť, őůěćĺďŋő, ąşďěš şďćőěŋĺěň ŋěłőšőřőčő čřăťă G_n(p). Čřăť G_n(P ) ĺ ąşďěš ĺśłőňżň ŕřĺňěřőň čřăťă ąěğ ŕőďčřăťőć K_{2,n+1}.

Šěőřěňă 2. Řăśśňőšřĺň p ∈ P ĺ n ∈ N. Ŕşśšĳ v =^{(pφ(n)}�^{1)2}_n . Šőčďă ćżŕőńŋ£ěšś£ ŋěřăćěŋśšćő √ nv^3 2 + nv 4 > ex(v, K_{2,n+1}) > √ nv^3 2 − √ nv. Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ćěřţŋ££ őűěŋłă ŋă ůĺśńő řěąěř śńěďşěš ĺğ řěÿěŋĺ£ ğăďăůĺ 4. Ŕřĺśšşŕĺň ł ďőłăğăšěńĳśšćş ŋĺęŋĺţ őűěŋőł. Ŕřĺ ŕőśšřőěŋĺĺ čřăťă G_n(p) ňż şďăńĺńĺ 2(q − 1) = 2 √ nv řěąěř ĺğ čřăťă D_2(p), ă łőńĺůěśšćő őśšăćÿĺţś£ řěąěř ŋşęŋő ŕőďěńĺšĳ ŕőŕőńăň, ůšő ďăśš őűěŋłş ĺğ ŕřăćőľ ůăśšĺ ŋěřăćěŋśšćă.

Šěőřěňă ďőłăğăŋă. Řěÿěŋĺě ğăďăůĺ 10 Ŕşśšĳ p | ŕřőśšőě ůĺśńő ćĺďă 4k + 3. Ğăťĺłśĺřşěň r ∈ F_p, r ≠ 0. Ďń£ łăęďőčő x = (x_1, x_2, x_3) ∈ F^3_p őąőğŋăůĺň S(x) | \śťěřş řăďĺşśă r ś űěŋšřőň x", š. ě. ňŋőęěśšćő šőůěł y ∈ F^3_p , ďń£ łőšőřżţ ćżŕőńŋ£ěšś£ śőőšŋőÿěŋĺě

(x_1 − y_1)^2 + (x_2 − y_2)^2 + (x_3 − y_3)^2 = r^2 .

Ŋăň ŕőŋăďőąĺšś£ őďŋő čěőňěšřĺůěśłőě śćőľśšćő śťěřż: ŋĺłăłĺě šřĺ šőůłĺ ¡šőľ śťěřż ŋě ńěęăš ŋă őďŋőľ ŕř£ňőľ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő: ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő ŕř£ňă£ ŕřőţőďĺš ůěřěğ šőůłş 0, 0, 0, šőčďă ěě şřăćŋěŋĺě ĺňěěš ćĺď y = ta, ěśńĺ őŋă ŕěřěśěłăěš śťěřş ć 3 šőůłăţ, šő, ŕőďśšăćń££ ěě şřăćŋěŋĺě ć şřăćŋěŋĺě śťěřż ŕőńşůăň łćăďřăšŋőě şřăćŋěŋĺě:

(a^2_1 + a^2 + a^2_3)t^2 − 2(a_1x_1 + a_2x_2 + a_3x_3)t + x^2_1 + x^2 + x^2_3 = r^2

łő¡ťťĺűĺěŋšż łőšőřőčő ďőńęŋż ążšĳ ŋşńěćżňĺ. Ŋő šőčďă ŕőńşůĺň:

a^2_1r^2 = a^2_1(x^2_1 + x^2 + x^2_3) = (−a_2x_2 − a_3x_3)^2 + a^2_1(x^2 + x^2_3) = −(a_3x_2 − a_2x_3)^2

őšłşďă śńěďşěš, ůšő −1 | łćăďřăšĺůŋżľ ćżůěš ŕő ňőďşń¿ p, ůšő ŋěćěřŋő ŕřĺ p = 4k + 3.

Šěőřěňă Ńěąěčă şšćěřęďăěš, ůšő ďń£ ŕřőśšżţ p ćĺďă 4k + 3 şřăćŋěŋĺě

x^2 + y^2 + z^2 = a^2 ,

ĺňěěš řőćŋő p^2 − p řěÿěŋĺľ ŋăď F_p. Őšś¿ďă śńěďşěš, ůšő śťěřă S(x) śőďěřęĺš řőćŋő p^2 − p šőůěł ĺğ F^3_p .

Řăśśňőšřĺň čřăť, ćěřÿĺŋż łőšőřőčő | ¡ńěňěŋšż F^3_p , ďćě ćěřÿĺŋż x ĺ y śőěďĺŋěŋż řěąřőň šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă y ∈ S(x) (ĺńĺ, ůšő šő ęě śăňőě, x ∈ S(y)). Ŕőłăęěň, ůšő ¡šőš čřăť ŋě śőďěřęĺš ŕőďčřăťőć ćĺďă K_{3,3}.

Ďőŕşśšĺň, ůšő ¡šő ŋě šăł. Ŕşśšĳ a, a0, a00 | ćěřÿĺŋż őďŋőľ ĺğ ďőńěľ ¡šőčő ŕőďčřăťă. Šőčďă śĺśšěňă şřăćŋěŋĺľ (a_1 − y_1)^2 + (a_2 − y_2)^2 + (a_3 − y_3)^2 = r^2 (a0_1 − y_1)^2 + (a0_2 − y_2)^2 + (a0_3 − y_3)^2 = r^2 (a00_1 − y_1)^2 + (a00_2 − y_2)^2 + (a00_3 − y_3)^2 = r^2

ĺňěěš ŋě ňěŋěě šřěţ řěÿěŋĺľ b, b0, b00. Ďőłăęěň, ůšő šőčďă ńĺąő šřĺ šőůłĺ a, a0, a00, ńĺąő šřĺ šőůłĺ b, b0, b00 ńěęăš ŋă őďŋőľ ŕř£ňőľ. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ćżůšěň ĺğ ŕěřćőčő şřăćŋěŋĺ£ ćšőřőě, ă ĺğ ćšőřőčő | šřěšĳě, ŕőńşůĺň:

(a_1 − a0_1)(a_1 + a0_1 − 2y_1) + (a_2 − a0_2)(a_2 + a0_2 − 2y_2) + (a_3 − a0_3)(a_3 + a0_3 − 2y_3) = 0 (a0_1 − a00_1)(a0_1 + a00_1 − 2y_1) + (a0_2 − a00_2)(a0_2 + a00_2 − 2y_2) + (a0_3 − a00_3)(a0_3 + a00_3 − 2y_3) = 0

Ŕőńşůĺńăśĳ śĺśšěňă ĺğ 2 ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ ś šřěň£ ŋěĺğćěśšŋżňĺ. Šőčďă ńĺąő řěÿěŋĺ£ ¡šőľ śĺśšěňż ńěęăš ŋă őďŋőľ ŕř£ňőľ, ńĺąő łő¡ťťĺűĺěŋšż ¡šĺţ şřăćŋěŋĺľ ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋż. Ŋő šőčďă šőůłĺ a, a0, a00 ńěęăš ŋă őďŋőľ ŕř£ňőľ.