Ěčĺŕěšśłĺě ďřőąĺ

Ł. Łőţăśĳ

Ğăďăůş ŕřěďśšăćń£ńĺ Ă. Ąőńšěŋłőć, Ć. Ąşčăěŋłő, Ł. Łőţăśĳ

1 Şśńőćĺ£ ğăďăů

Őďŋĺň ĺğ ďřěćŋěľÿĺţ ŕĺśĳňěŋŋżţ ďőłşňěŋšőć ůěńőćěůěśšćă £ćń£ěšś£ š. ŋăğ. ŕăŕĺřşś Řĺŋďă, ďăšĺřşěňżľ őřĺěŋšĺřőćőůŋő 1600 č. ďő ŋ. ¡. Ğăňěůăšěńĳŋő, ůšő ¡šő šăłęě ďřěćŋěľÿěě ňăšěňăšĺůěśłőě śőůĺŋěŋĺě. Ďřěćŋĺě ěčĺŕš£ŋě ğăŕĺśżćăńĺ řăűĺőŋăńĳŋżě ďřőąĺ łăł śşňňż ůĺśěń, őąřăšŋżţ ŋăšşřăńĳŋżň: 2=5 = 1=3 + 1=15, 6=7 = 1=2+1=3+1=42 ĺ š. ď. Ŕăŕĺřşś śőďěřęĺš ňăšěňăšĺůěśłĺě ğăďăůĺ ĺ šăąńĺűż, ŕřěďśšăćń£¿źĺě ďřőąĺ 2=(2n+1), śő ğŋăňěŋăšěń£ňĺ őš 5 ďő 331 ć ćĺďě śşňňż ďřőąěľ ś ůĺśńĺšěńěň 1.

Ďřőąĺ ś ůĺśńĺšěńěň ěďĺŋĺűă ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ ěčĺŕěšśłĺňĺ ďřőą£ňĺ, ă řăğńőęěŋĺě řăűĺőŋăńĳŋőčő ůĺśńă ć śşňňş ŕőŕăřŋő řăğńĺůŋżţ ěčĺŕěšśłĺţ ďřőąěľ | ěčĺŕěšśłőľ śşňňőľ. Ňż ąşďěň řăśśňăšřĺćăšĳ šőńĳłő ŕőńőęĺšěńĳŋżě řăűĺőŋăńĳŋżě ůĺśńă.

1.1 ă) Ďń£ łăłĺţ ŋăšşřăńĳŋżţ N ěďĺŋĺűş ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě ěčĺŕěšśłőľ śşňňż ĺğ N śńăčăěňżţ?

ą) Śşźěśšćş¿š ńĺ ěčĺŕěšśłĺě řăğńőęěŋĺ£ ěďĺŋĺűż, ć łőšőřżţ ćśě ğŋăňěŋăšěńĺ ŋěů-ěšŋż? 1.2ă) Ďőłăęĺšě, ůšő ń¿ąőě ŕőńőęĺšěńĳŋőě řăűĺőŋăńĳŋőě ůĺśńő m=n ňőęěš ążšĳ ŕřěďśšăćńěŋő ć ćĺďě ěčĺŕěšśłőľ śşňňż.

ą) Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ m < n^2, šő śşźěśšćşěš ěčĺŕěšśłőě řăğńőęěŋĺě ďřőąĺ m=n, ć łőšőřőň ŋě ąőńěě 2^m −1 śńăčăěňżţ.

ć) Ďőłăęĺšě, ůšő ćś£łş¿ ďřőąĳ m=n < 1 ňőęŋő řăğńőęĺšĳ ć śşňňş ŋě ąőńěě min(m; log_2 mn) řăğńĺůŋżţ ěčĺŕěšśłĺţ ďřőąěľ.

č) Ďőłăęĺšě, ůšő ćś£łş¿ ďřőąĳ m=n < 1 ňőęŋő řăğńőęĺšĳ ć śşňňş řăğńĺůŋżţ ěčĺŕěšśłĺţ ďřőąěľ śő ğŋăňěŋăšěń£ňĺ, ŋě ŕřěćőśţőď£źĺňĺ n^2.

1.3 Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřĺ łăęďőň s şřăćŋěŋĺě^1_{x1} +^1_{x2} + · · · +^1_{xs} = 1 ć ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśńăţ ĺňěěš ńĺÿĳ łőŋěůŋőě ňŋőęěśšćő řěÿěŋĺľ.

1.4 ă) Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ ń¿ąőčő ŋăšşřăńĳŋőčő n ŋă ĺŋšěřćăńě (0; 1) śşźěśšćşěš řăűĺőŋăńĳŋőě ůĺśńő, ŋě ŕřěďśšăćĺňőě ć ćĺďě ěčĺŕěšśłőľ śşňňż ś ŋě ąőńěě, ůěň n śńăčăěňżňĺ.

ą) Ŕşśšĳ M_n | ňŋőęěśšćő řăűĺőŋăńĳŋżţ ůĺśěń ĺğ ĺŋšěřćăńă (0; 1), ŕřěďśšăćĺňżţ ć ćĺďě śşňňż ŋě ąőńěě ůěň n ěčĺŕěšśłĺţ ďřőąěľ (ŋě őą£ğăšěńĳŋő řăğńĺůŋżţ). Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřĺ ń¿ąőň n ňŋőęěśšćő M_n ŋĺčďě ŋě ŕńőšŋő.

Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, ďń£ ń¿ąőčő n ĺ ń¿ąőčő ŕřőňěęşšłă (a; b) ⊂ (0; 1) ŋăľďěšś£ šăłőľ ĺŋšěřćăń (c; d) ⊂ (a; b), ć łőšőřőň ćśě řăűĺőŋăńĳŋżě ůĺśńă ŋě ŕřěďśšăćĺňż ć ćĺďě śşňňż ŋě ąőńěě n ěčĺŕěšśłĺţ ďřőąěľ. 1.5 ă) Ňőęěš ńĺ śşňňă ŋěśłőńĳłĺţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋżţ ěčĺŕěšśłĺţ ďřőąěľ (ğŋăňěŋăšěńĺ łőšőřżţ £ćń£¿šś£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋżňĺ ŋăšşřăńĳŋżňĺ ůĺśńăňĺ) ążšĳ űěńżň ůĺśńőň?

ą) Šőš ęě ćőŕřőś, ŋő ğŋăňěŋăšěńĺ ďőńęŋż £ćń£šĳś£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋżňĺ ŋěů-ěšŋżňĺ ŋăšşřăńĳŋżňĺ ůĺśńăňĺ. ć) Šőš ęě ćőŕřőś, ŋő ğŋăňěŋăšěńĺ ďőńęŋż őąřăğőćżćăšĳ ŕřőĺğćőńĳŋş¿ ăřĺťňěšĺůěśłş¿ ŕřőčřěśśĺ¿. č) Ďőłăęĺšě, ůšő řăćěŋśšćő^1_a =^1_{n+1} +^1_{n+2} + · · · +^1_{n+m} ćőğňőęŋő ńĺÿĳ ŕřĺ a = n + 1, m = 1.

1.6 Ŕşśšĳ f_n | ůĺśńă Ťĺąőŋăůůĺ. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřĺ ćśěţ m, n^1_{fn}�_{1fn} =^1_{fmfm+1} + ∑_m i=n 1 f_i�1f_i+1 .

1.7 Ćěřŋő ńĺ, ůšő ďń£ łăęďőľ ŕřăćĺńĳŋőľ ďřőąĺ ćĺďă^n_{19}, 2 6 n 6 18, śşźěśšćşěš ěčĺŕěšśłőě řăğńőęěŋĺě śő ğŋăňěŋăšěń£ňĺ ŋě ŕřěćőśţőď£źĺňĺ 95?

Ňăńżě ůĺśńĺšěńĺ

1.8 Ŋăľďĺšě ěčĺŕěšśłőě řăğńőęěŋĺě^2_{2n+1} ć śşňňş ŋăĺňěŋĳÿěčő ůĺśńă śńăčăěňżţ.

1.9 Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřěďśšăćńěŋĺě ůĺśńă^3_n , čďě n ŋě ďěńĺšś£ ŋă 3, ć ćĺďě śşňňż ďćşţ ěčĺŕěšśłĺţ ďřőąěľ ćőğňőęŋő ć šőň ĺ šőńĳłő šőň śńşůăě, łőčďă n ĺňěěš ďěńĺšěńĳ ćĺďă 3k + 2. 1.10 Ŕşśšĳ a_n = # { a : ∃m_1; m_2^a_n =^1_{m1} +^1_{m2} } Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ łăęďőčő " > 0 ŕřĺ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺţ n a_n < n^ε.

Őšłřżšă£ ŕřőąńěňă (Erd-os, Straus). Şřăćŋěŋĺě 4 n = 1 x + 1 y + 1 z (1) ŕřĺ n > 3 řăğřěÿĺňő ć ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśńăţ. Ćżůĺśńĺšěńĳŋżľ ¡łśŕěřĺňěŋš ďń£ n < 10^8 ŕőďšćěřęďăěš ¡šş čĺŕőšěğş.

1.11 Ďőłăęĺšě, ůšő şřăćŋěŋĺě (1) řăğřěÿĺňő ŕřĺ ćśěţ n, łřőňě, ążšĳ ňőęěš, n ≡ 1; 121; 169; 289; 361; 529 (mod 840).

1.12 Ďőłăęĺšě, ůšő ůĺśńő 1 ŋěńĳğ£, ă ůĺśńő 1/2 ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě ěčĺŕěšśłőľ śşňňż śő ğŋăňěŋăšěń£ňĺ, £ćń£¿źĺňĺś£ šőůŋżňĺ łćăďřăšăňĺ.

Śŕőśőąż řăğńőęěŋĺ£ ŋă ěčĺŕěšśłĺě ďřőąĺ Ć ¡šőň řăğďěńě ňż řăśśňăšřĺćăěň řăğńĺůŋżě śŕőśőąż ŕőńşůĺšĳ ŕřěďśšăćńěŋĺě řăűĺőŋăńĳŋőčő ůĺśńă^a_b ć ćĺďě ěčĺŕěšśłőľ śşňňż.

Őŕřěďěńěŋĺě 1 Ęăďŋżľ ăńčőřĺšň. Ćżąěřěň ŋăĺąőńĳÿş¿ ďřőąĳ ćĺďă^1_{n1} , łőšőřă£ ŋě ŕřěćőśţőďĺš^a_b . Ŕőšőň ćőğĳňěň ŋăĺąőńĳÿş¿ ďřőąĳ ćĺďă^1_{n2} , n_2 > n_1, ďń£ łőšőřőľ^1_{n2} 6^a_b −^1_{n1} . Ŕőšőň ćőğĳňěň ŋăĺąőńĳÿş¿ ďřőąĳ ćĺďă^1_{n3} , n_3 > n_2, ďń£ łőšőřőľ^1_{n3} 6^a_b −^1_{n1} −^1_{n2} . Ĺ šăł ďăńěě.

Ěśńĺ ŋă łăęďőň ÿăčě ňż ćżąĺřăěň ŋěůěšŋżě n_i, šő ŕőńşůěŋŋżľ ňěšőď ąşďěň ŋăğżćăšĳ ŋěůěšŋżň ęăďŋżň ăńčőřĺšňőň.

Őŕřěďěńěŋĺě 2 Řăğřěÿěŋĺě łőŋťńĺłšőć. Ŕşśšĳ^a_b < 1. Ŕőńőęĺň^a_b =^1_b +^1_b + · · · +^1_b

a śńăčăěňżţ

. Łőčďă ŋěśłőńĳłő

śńăčăěňżţ ć řăğńőęěŋĺĺ śőćŕăďă¿š, ąşďěň ĺśŕřăćń£šĳ ¡šş \ŋěŕřăćĺńĳŋş¿" śĺšşăűĺ¿. Łăęďżľ ÿăč ăńčőřĺšňă śőśšőĺš ć ğăňěŋě łăłĺţ-šő śńăčăěňżţ ďřşčĺňĺ. Ąşďěň řăśśňăšřĺćăšĳ śńěďş¿źĺě řăğŋőćĺďŋőśšĺ ¡šőčő ňěšőďă.

• Ňěšőď ŕăřŋżţ ğăňěŋ. 1 y + 1 y −→ {_2 y ; ěśńĺ y | ůěšŋő; 2 y+1 +^2_{y(y+1)} ; ěśńĺ y | ŋěůěšŋő.

• Ňěšőď ŕőďřăğąĺěŋĺ£. Ěśńĺ łăłőě-ńĺąő śńăčăěňőě^1_y ćśšřěůăěšś£ ąőńĳÿě őďŋőčő řăğă, ćżŕőńŋĺň őďŋş ğăňěŋş 1 y −→ 1 y + 1 + 1 y(y + 1)

Őŕřěďěńěŋĺě 3 Ňěšőď ďćőĺůŋőčő řăğńőęěŋĺ£. Ŕşśšĳ^a_b < 1. Řăğńőęĺň ůĺśńő^a_b ć ąěśłőŋěůŋş¿ ďćőĺůŋş¿ ďřőąĳ. Őŋă ąşďěš śňěÿăŋŋőľ ŕěřĺőďĺůěśłőľ. Ŕşśšĳ ŕěřĺőď ĺňěěš ďńĺŋş n. Ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő ŋăůăńĳŋă£ ŋěŕěřĺőďĺůěśłă£ ůăśšĳ ĺňěěš ďńĺŋş ąőńĳÿě n. Łăęďőľ ěďĺŋĺűě, ŕřěďÿěśšćş¿źěľ ŕěřćőňş ŕěřĺőďş, śőőšćěšśšćşěš ďřőąĳ ćĺďă^1_{2k} . Łăęďőľ ěďĺŋĺűě ĺğ ŕěřĺőďă śőőšćěšśšćşěš ěčĺŕěšśłă£ ďřőąĳ ćĺďă^1_{2s(2n−1)}.

Ăŋăńőčĺůŋżľ ňěšőď řăąőšăěš ĺ ć śĺśšěňăţ ś ďřşčĺňĺ őśŋőćăŋĺ£ňĺ, ŋăŕřĺňěř, ć ÿěśšĺřĺůŋőľ. Ŕřőąńěňż ś^4_6 ĺ^5_6 řěÿă¿šś£ ŕřőśšő:^4_6 =^3_6 +^1_6 ,^5_6 =^3_6 +^2_6. Ć ďěś£šĺůŋőľ śĺśšěňě śůĺśńěŋĺ£ ¡šőš ňěšőď ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő ŋă řăąőšăěš, ŕőśłőńĳłş ŋě şďăěšś£ ŕřěďśšăćĺšĳ ůĺśńă 4, 7, 8, 9 ć ćĺďě śşňňż řăğńĺůŋżţ ďěńĺšěńěľ ůĺśńă 10. Ŋăğőćěň ůĺśńő N ŕřăłšĺůŋżň, ěśńĺ ćśě ŋăšşřăńĳŋżě ůĺśńă, ŋě ŕřěćőśţőď£źĺě N (ć śńşůăě ŋěůěšŋőčő N | ćśě łřőňě 2) ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě śşňňż ŋěśłőńĳłĺţ (ążšĳ ňőęěš, őďŋőčő) řăğńĺůŋżţ ďěńĺšěńěľ ůĺśńă N. Ŕřĺňěř ůěšŋőčő ŕřăłšĺůŋőčő ůĺśńă | 6, ŕřĺňěř ŋěůěšŋőčő ŕřăłšĺůŋőčő ůĺśńă | 945. Ąńăčőďăř£ řăğńőęěŋĺ¿ ĺğ ğăďăůĺ 1.8, ňż ňőęěň ś ňĺŋĺňăńĳŋżňĺ ĺğňěŋěŋĺ£ňĺ řăśŕřőśšřăŋĺšĳ ňěšőď ďćőĺůŋőčő řăğńőęěŋĺ£ ŋă śńşůăľ, łőčďă őśŋőćăŋĺě śĺśšěňż śůĺśńěŋĺ£ | ŕřăłšĺůŋőě ůĺśńő.

Őŕřěďěńěŋĺě 4 Ňěšőď ďćőĺůŋőčő őśšăšłă. Ďń£ řăğńőęěŋĺ£ ůĺśńă a=b, (b ≠ 2^n) ć ěčĺŕěšśłş¿ śşňňş ćżąěřěň ůĺśńő p = 2^k > b. Řăğďěńĺň ap ŋă b ś őśšăšłőň: ap = sb + r. Řăğńőęĺň r=p, s=p ć śşňňş őąřăšŋżţ śšěŕěŋěľ ďćőľłĺ, ĺ ŕőńşůĺň šřěąşěňőě řăğńőęěŋĺě^a_b =^s_p +^1_b ·^r_p .

İšĺň śŕőśőąőň ŕőńşůă¿šś£ řăğńőęěŋĺ£ ś ůěšŋżňĺ ğŋăňěŋăšěń£ňĺ.

Őŕřěďěńěŋĺě 5 Őąřăšŋżľ ęăďŋżľ ňěšőď. Ŕşśšĳ n=m | ŋěśőłřăšĺňă£ ďřőąĳ, m = qr, (q; r) = 1, q > 1. Ŕşśšĳ x, y | ŋăĺňěŋĳÿĺě ŋăšşřăńĳŋżě řěÿěŋĺ£ şřăćŋěŋĺ£ nx − qy = r. Ŕőńőęĺň^n_{qr} =^1_{qx} +^y_{rx} . Ďń£ ďřőąĺ y rx ŕőćšőřĺň ćżŕőńŋěŋĺě ăńčőřĺšňă.

Ěśńĺ ć őąřăšŋőň ęăďŋőň ňěšőďě ŋă łăęďőň ÿăčě ąřăšĳ q = 1, šő ŕőńşůĺšś£ šăłőľ ęě řěğşńĳšăš, łăł ŕřĺ ćżŕőńŋěŋĺĺ ęăďŋőčő ăńčőřĺšňă.

Őŕřěďěńěŋĺě 6 Ňěšőď űěŕŋżţ ďřőąěľ. Řăğńőęĺň ůĺśńő a=b < 1 ć űěŕŋş¿ ďřőąĳ ĺ ŕşśšĳ^{pn}_{qn} | n-£ ŕőďţőď£- źă£ ďřőąĳ: a b = 1 a_1 + 1 a_2 + 1 a_3 + 1 a_4 + : : :

p_n q_n = 1 a_1 + 1 a_2 + 1 · · · + 1 a_n Ĺğćěśšŋő, ůšő^{p2}_{q2} <^{p4}_{q4} <^{p6}_{q6} < · · · 6^a_b 6 · · · <^{p3}_{q3} <^{p1}_{q1} , ĺ řăğŋőśšĳ ń¿ążţ ďćşţ śőśěďŋĺţ ŕőďţőď£źĺţ ďřőąěľ | ďřőąĳ ś ůĺśńĺšěńěň ±1. Ŕşśšĳ^{pn,k}_{qn,k} =^{pn}�^{1+kpn}_{qn}�_{1+kqn} | ŕřőňěęşšőůŋă£ ďřőąĳ. Ŕřĺ k = 0, 1, : : : , a_{n+1} ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŕřőňěęşšőůŋżţ ďřőąěľ^{pn,k}_{qn,k} ňőŋőšőŋŋő ĺğňěŋ£ěšś£ őš^{pn}�^1_{qn}�_1 ďő^{pn+1}_{qn+1} , ŕřĺůěň řăğŋőśšĺ śőśěďŋĺţ ůńěŋőć ¡šőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ | ďřőąĺ ś ůĺśńĺšěńěň (−1)^n. Šăłĺň őąřăğőň, a b = a2∑ k=1 (p_{1,k} q_{1,k} − p_{1,k−1} q_{1,k−1} ) + a4∑ k=1 ( p_{3,k} q_{3,k} − p_{3,k−1} q_{3,k−1} ) + a6∑ k=1 ( p_{5,k} q_{5,k} − p_{5,k−1} q_{5,k−1} ) + : : :

Ůĺśńěŋŋżě ŕřĺňěřż

1. Ŕřĺňěř ćżŕőńŋěŋĺ£ ăńčőřĺšňă ŕőďřăğąĺěŋĺ£. Ďń£ łřăšłőśšĺ ňż ğăňěŋ£ěň ŋă őůěřěďŋőň ÿăčě śřăğş ŋěśłőńĳłő ŕőćšőř£¿źĺţś£ ďřőąěľ (őŋĺ ŕőďůěřłŋşšż). 5 2 =^1_2 +^1_2 +^1_2 +^1_2 +^1_2 =

=^1_2 +^1_3 +^1_3 +^1_3 +^1_3 +^1_6 +^1_6 +^1_6 +^1_6 = =^1_2 +^1_3 +^1_4 +^1_4 +^1_4 +^1_6 +^1_7 +^1_7 +^1_7 +^1_{12} +^1_{12} +^1_{12} +^1_{42} +^1_{42} +^1_{42} = =^1_2 +^1_3 +^1_4 +^1_5 +^1_5 +^1_6 +^1_7 +^1_8 +^1_8 +^1_{12} +^1_{13} +^1_{13} +^1_{20} +^1_{20} +^1_{42} +^1_{43} +^1_{43} +^1_{56} +^1_{56} +^1_{156} +^1_{156} +^1_{1806} +^1_{1806} = =^1_2 +^1_3 +^1_4 +^1_5 +^1_6 +^1_6 +^1_7 +^1_8 +^1_9 +^1_{12} +^1_{13} +^1_{14} +^1_{20} +^1_{21} +^1_{30} +^1_{42} +^1_{43} +^1_{44} +

+^1_{56} +^1_{57} +^1_{72} +^1_{156} +^1_{157} +^1_{182} +^1_{420} +^1_{1806} +^1_{1807} +^1_{1892} +^1_{3192} +^1_{24492} +^1_{3263442} = =^1_2 +^1_3 +^1_4 +^1_5 +^1_6 +^1_7 +^1_7 +^1_8 +^1_9 +^1_{12} +^1_{13} +^1_{14} +^1_{20} +^1_{21} +^1_{30} +^1_{42} +^1_{42} +^1_{43} +^1_{44} +

+^1_{56} +^1_{57} +^1_{72} +^1_{156} +^1_{157} +^1_{182} +^1_{420} +^1_{1806} +^1_{1807} +^1_{1892} +^1_{3192} +^1_{24492} +^1_{3263442} = =^1_2 +^1_3 +^1_4 +^1_5 +^1_6 +^1_7 +^1_8 +^1_8 +^1_9 +^1_{12} +^1_{13} +^1_{14} +^1_{20} +^1_{21} +^1_{30} +^1_{42} +^1_{43} +^1_{43} +^1_{44} +

+^1_{56} +^1_{56} +^1_{57} +^1_{72} +^1_{156} +^1_{157} +^1_{182} +^1_{420} +^1_{1806} +^1_{1806} +^1_{1807} +^1_{1892} +^1_{3192} +^1_{24492} +^1_{3263442} = =^1_2 +^1_3 +^1_4 +^1_5 +^1_6 +^1_7 +^1_8 +^1_9 +^1_9 +^1_{12} +^1_{13} +^1_{14} +^1_{20} +^1_{21} +^1_{30} +^1_{42} +^1_{43} +^1_{44} +^1_{44} +^1_{56} +^1_{57} +^1_{57} +^1_{72} + +^1_{72} +^1_{156} +^1_{157} +^1_{182} +^1_{420} +^1_{1806} +^1_{1807} +^1_{1807} +^1_{1892} +^1_{1892} +^1_{3192} +^1_{3192} +^1_{24492} +^1_{3263442} +^1_{3263442} = =^1_2 +^1_3 +^1_4 +^1_5 +^1_6 +^1_7 +^1_8 +^1_9 +^1_{10} +^1_{12} +^1_{13} +^1_{14} +^1_{20} +^1_{21} +^1_{30} +^1_{42} +^1_{43} +^1_{44} +^1_{45} +^1_{56} +^1_{57} +^1_{58} + +^1_{72} +^1_{73} +^1_{90} +^1_{156} +^1_{157} +^1_{182} +^1_{420} +^1_{1806} +^1_{1807} +^1_{1808} +^1_{1892} +^1_{1893} +^1_{1980} +^1_{3192} +^1_{3193} + +^1_{3306} +^1_{5256} +^1_{24492} +^1_{3263442} +^1_{3263443} +^1_{3267056} +^1_{3581556} +^1_{10192056} +^1_{10650056950806}

2. Ŕřĺňěř ćżŕőńŋěŋĺ£ őąřăšŋőčő ęăďŋőčő ăńčőřĺšňă. 31 311 = 1 93611

+ 30 301 = 1 93611 + 1 688 + 11 112 = 1 93611 + 1 688 + 1 28 + 1 16 Ğďěśĳ ŋă ŕěřćőň ÿăčě n = 31, q = 311, r = 1 ĺ ňż řěÿăěň şřăćŋěŋĺě 31x � 311y = 1. Ŋăĺňěŋĳÿěě řěÿěŋĺě | x = 301, y = 30, ůšő ňőęŋő ŕřőćěřĺšĳ ńĺąő ŕěřěąőřőň, ńĺąő ŕřĺ ŕőňőźĺ śšăŋďăřšŋőčő śŕőśőąă řěÿěŋĺ£ ś ăńčőřĺšňőň Ěćłńĺďă; 93611 = 301 � 311.

3. Ćőš ŕřĺňěř řăğńőęěŋĺ£ ůĺśńă 4/n ŋă 3 śńăčăěňżţ, őąőąźěŋĺě łőšőřőčő šřěąşěš řăśśňőšřěŋĺľ ŕő ňőďşń¿ 29: 4 3361 = 1 841 + 1 974690 + 1 28266010 .

2 Ğăďăůĺ

2.1 Ŕşśšĳ u_n | ůĺśńő śŕőśőąőć řăğńőęĺšĳ 1=n ć śşňňş ďćşţ ŋě őą£ğăšěńĳŋő řăğńĺůŋżţ ěčĺŕěšśłĺţ ďřőąěľ,

{u_n} = {1; 2; 2; 3; 2; 5; 2; 4; 3; 5; : : :}. Ŋăľďĺšě £ćŋş¿ ťőřňşńş ďń£ {u_n}.

2.2 Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ ń¿ąőčő ŋăšşřăńĳŋőčő n ćżŕőńŋěŋő řăćěŋśšćő ∑ 16i1<i2<···<ik6n 1 i_1i_2 : : : i_k

= n ;

čďě śşňňĺřőćăŋĺě ćěďěšś£ ŕő ćśěćőğňőęŋżň ŋăąőřăň ůĺśěń i_1 < i_2 < · · · < i_k, k = 1, 2, : : : , n, ĺğ ňŋőęěśšćă {1; 2; : : :; n}.

2.3 (Ńěőŋăřďő Ŕĺğăŋśłĺľ (Ťĺąőŋăůůĺ), 1202) Ďőłăęĺšě, ůšő ęăďŋżľ ăńčőřĺšň ć łăłőľ-šő ňőňěŋš őśšăŋőćĺšś£.

2.4 Ěśńĺ^a_b | ŕřăćĺńĳŋă£ ďřőąĳ, šő őŋă ňőęěš ążšĳ ŕřěďśšăćńěŋă ć ćĺďě a b = 1 q_1 + 1 q_1q_2 + 1 q_1q_2q_3 + · · · + 1 q_1q_2 : : :q_n ; čďě q_1, q_2, : : : , q_n | űěńżě ĺ ŕőńőęĺšěńĳŋżě ůĺśńă, ŕřĺůěň q_1 6 q_2 6 · · · 6 q_n.

2.5 Ŕşśšĳ 0 < ¸ < 1, ¸ =^1_{d1} +^1_{d2} + : : : | řăğńőęěŋĺě, ŕőńşůěŋŋőě ŕřĺ ŕőňőźĺ ęăďŋőčő ăńčőřĺšňă. Ďőłăęĺšě, ůšő d_{k+1} ¿ d^2_k − d_k + 1 ŕřĺ ćśěţ k.

2.6 Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ ¸ =^1_{d1} +^1_{d2} + : : :, čďě ŕřĺ ćśěţ k d_{k+1} ¿ d^2_k − d_k + 1, ŕřĺůěň ć ąěśłőŋěůŋőň ůĺśńě śńşůăěć ćżŕőńŋěŋő śšřőčőě ŋěřăćěŋśšćő, šő ůĺśńő ¸ ĺřřăűĺőŋăńĳŋő.

2.7 Ğăťĺłśĺřşěň ŋăšşřăńĳŋőě n. Ŕşśšĳ 1 =^1_{d1} +^1_{d2} +· · ·+^1_{dn} . Ďőłăęĺšě, ůšő d_n 6 r_n−1, čďě ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ r_n (ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ Śĺńĳćěśšřă) ğăďăŋă ŋăůăńĳŋżň şśńőćĺěň r_1 = 2, ĺ řěłşřřěŋšŋżň śőőšŋőÿěŋĺěň r_{n+1} = r^2_n − r_n + 1.

Őšłřżšă£ ŕřőąńěňă. Ďőłăęĺšě, ůšő ŋěůěšŋżľ ęăďŋżľ ăńčőřĺšň ğăćěřÿăěšś£ ğă łőŋěůŋőě ůĺśńő ÿăčőć, ěśńĺ ğŋăňěŋăšěńĳ ĺśţőďŋőčő ůĺśńă ŋěůěšěŋ.

2.8 Ďőłăęĺšě, ůšő ăńčőřĺšň ŕăřŋżţ ğăňěŋ ć łăłőľ-šő ňőňěŋš őśšăŋőćĺšś£.

2.9 Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ, ŋăůăć ś ůĺśńă^1_n , ňż ŋă łăęďőň ÿăčě ŕőďřăğąĺćăěň ćśě ďřőąĺ, ćţőď£źĺě ć ŕőńşůěŋŋőě řăğńőęěŋĺě, šő ŕőśńě łăęďőčő ÿăčă ąşďěš ŕőńşůăšĳś£ ěčĺŕěšśłă£ śşňňă.

2.10 ă) Ďőłăęĺšě, ůšő ůšő ňőęŋő ďěľśšćőćăšĳ šăł, ůšő ć łăłőľ-šő ňőňěŋš ăńčőřĺšň ŕőďřăğąĺěŋĺľ őśšăŋőćĺšś£.

ą) Ďőłăęĺšě, ůšő ăńčőřĺšň ŕőďřăğąĺěŋĺľ ć łăłőľ-šő ňőňěŋš őśšăŋőćĺšś£ ć ń¿ąőň śńşůăě. 2.11 Ŕřăłšĺůŋżţ ůĺśěń ąěśłőŋěůŋő ňŋőčő. Ă ĺňěŋŋő: ěśńĺ N > 5 | ŋěůěšŋőě ŕřăłšĺůŋőě ůĺśńő, šő 3N | šőęě ŕřăłšĺůŋőě ůĺśńő.

2.12 Ďőłăęĺšě, ůšő ń¿ąőě řăűĺőŋăńĳŋőě ůĺśńő ś ŋěůěšŋżň ğŋăňěŋăšěńěň ŕřěďśšăćĺňő ć ćĺďě ěčĺŕěšśłőľ śşňňż ś ŋěůěšŋżňĺ ğŋăňěŋăšěń£ňĺ.

2.13 a) Ďőłăęĺšě, ůšő ń¿ąőě ůĺśńő ňěŋĳÿě n! ŕřěďśšăćĺňő ć ćĺďě śşňňż ňěŋěě n řăğńĺůŋżţ ďěńĺšěńěľ n!.

ą) Ďőłăęĺšě, ůšő ćś£łş¿ ďřőąĳ m=n < 1 ňőęŋő řăğńőęĺšĳ ć śşňňş ŋě ąőńěě Ś^{log n}_{log log n} řăğńĺůŋżţ ěčĺŕěšśłĺţ ďřőąěľ.

2.14 Ŕřĺďşňăľšě ňěšőď, ďă¿źĺľ řăğńőęěŋĺě^3_{25} =^1_{10} +^1_{50}.

Řěÿěŋĺ£ ğăďăů

1 Ďő ŕřőňěęşšőůŋőčő ťĺŋĺÿă

1.1 ă) Ŕřĺ n ¿ 3. Őšňěšĺň ([13], ğăďăůă 188), ůšő ěśńĺ ‘_s | ůĺśńő řěÿěŋĺľ şřăćŋěŋĺ£^1_{x1} +^1_{x2} + · · · +^1_{xs} = 1 ć ćőğřăśšă¿źĺţ ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśńăţ, šő ŕřĺ s ¿ 3 ‘_{s+1} > ‘_s.

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕřĺ łăęďőň s řěÿěŋĺ¿ t_1, t_2, : : : , t_s śőŕőśšăćĺň řěÿěŋĺě şřăćŋěŋĺ£ ďń£ s + 1: 2, 2t_1, 2t_2, : : : , 2t_s. İšĺň ďőłăğăŋő, ůšő ‘_{s+1} ¿ ‘_s. Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő ‘_4 > ‘_3. Ŕřĺ s ¿ 4 ěśšĳ řěÿěŋĺě, łőšőřőě ŋěńĳğ£ ŕőńşůĺšĳ šăłĺň śŕőśőąőň: 2, 3, 6x_1, : : : , 6x_{s−2}, čďě x_i | řěÿěŋĺ£ šőčő ęě şřăćŋěŋĺ£ ďń£ s − 2 ŕěřěňěŋŋżţ.

ą) Ďă. Ŋăŕřĺňěř 1 = 1 3 + 1 5 + 1 7 + 1 9 + 1 11 + 1 13 + 1 23 + 1 721 + 1 979007 + 1 661211444787 + + 1 622321538786143185105739 + 1 511768271877666618502328764212401495966764795565 + +^1

209525411280522638000804396401925664136495425904830384693383280180439963265695525939102230139815 :

İšő ěśńĺ ďěľśšćőćăšĳ ŋěůěšŋżň ęăďŋżň ăńčőřĺšňőň. Ąőńěě řăğşňŋőě řăğńőęěŋĺě | 1 = 1 3 + 1 5 + 1 7 + 1 9 + 1 11 + 1 15 + 1 21 + 1 135 + 1 10395 : Ćőš ěźě őďŋő řăğńőęěŋĺě. Őŋő ğăňěůăšěńĳŋő šěň, ůšő ěčő ňăłśĺňăńĳŋżľ ğŋăňěŋăšěńĳ ćěśĳňă ŋěćěńĺł. 1 = 1 3 + 1 5 + 1 7 + 1 11 + 1 21 + 1 33 + 1 35 + 1 55 + 1 63 + 1 99 + 1 105 + 1 165 : 1.2 ă) Śň. řěÿěŋĺě ğăďăůĺ 2.3, 2.8 ĺńĺ 2.10.ą)

ą) Śńěďş¿źěě řěÿěŋĺě śőőąźĺń ŋăň Ć. Ąşčăěŋłő. Śőśšăćĺň šăąńĺűş. Ć ćěřţŋěľ śšřőůłě ŕőśšăćĺň ůĺśńő n. Ğăšěň ŕőď łăęďżň ůĺśńőň k ŕĺÿěň ďćă ůĺśńă k +1 ĺ k^2 +k. (Ć m-ľ śšřőłě, šăłĺň őąřăğőň, ąşďěš 2^{m−1} ůĺśěń.) Őůěćĺďŋő, ůšő śşňňă ůĺśěń, őąřăšŋżţ ůĺśńăň łăęďőľ śšřőłĺ, řăćŋă 1=n.

Ńěňňă 1 1) Ć łăęďőľ śšřőůłě ćśě ůĺśńă řăğńĺůŋż.

2) Ć ŕěřćżţ n^2 śšřőůłăţ šăąńĺűż ćśě ůĺśńă řăğńĺůŋż.

Ďőłăğăšěńĳśšćő ńěňňż ăŋăńőčĺůŋő řěÿěŋĺ¿ ğăďăůĺ 2.9.

Ğŋăůĺš, ňőęŋő ćżąřăšĳ śłőńĳ şčőďŋő ňŋőčő śšřőł ś ŕőŕăřŋő řăğńĺůŋżňĺ ůĺśńăňĺ (¡šő ěźě őďŋő řěÿěŋĺě ŕşŋłšă ă)), ă ěśńĺ m < n^2, šő ďń£ ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ůĺśńă m=n ŕőšřěąşěšś£ ŋě ąőńěě 2^m − 1 śńăčăěňżţ | ąěřěň ŕěřćżě m śšřőł.

ć) ([4]) Ŋě ąőńěě m śńăčăěňżţ ďăěš ęăďŋżľ ăńčőřĺšň. Ŋě ąőńěě log_2 x + log_2 y śńăčăěňżţ ďăěš ňěšőď ďćőĺůŋőčő őśšăšłă.

č) İšő śńěďşěš ĺğ őąřăšŋőčő ęăďŋőčő ăńčőřĺšňă ĺńĺ ňěšőďă űěŕŋżţ ďřőąěľ.

1.3 ([13], ğăďăůă 187) Ĺŋďşłűĺěľ ŕő s ďőłăęĺšě, ůšő ŕřĺ ń¿ąőň ! ∈ Q şřăćŋěŋĺě^1_{x1} +^1_{x2} + · · · +^1_{xs} = ! ĺňěěš łőŋěůŋőě ůĺśńő řěÿěŋĺľ.

1.4 ă) Ćżŕĺÿěň ćśě ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ěďĺŋĺűż ć ćĺďě śşňňż n+1 (ŋě őą£ğăšěńĳŋő řăğńĺůŋżţ) ěčĺŕěšśłĺţ ďřőąěľ. Śőčńăśŋő ğăďăůě 1.3 šăłĺţ ŕřěďśšăćńěŋĺľ łőŋěůŋőě ůĺśńő. Řăśśňőšřĺň ń¿ąş¿ ďřőąĳ 1=m, ŋě ćţőď£źş¿ ŋĺ ć őďŋş ĺğ ¡šĺţ śşňň. Šőčďă ůĺśńő 1 − 1=m şďőćńěšćőř£ěš šřěąőćăŋĺ£ň ğăďăůĺ.

ą) ([18]). Ŕőłăęěň, ůšő ďń£ ń¿ąőčő c > 0 ćő ňŋőęěśšćě (0; c) ∩ M_n ěśšĳ ŋăĺąőńĳÿĺľ ¡ńěňěŋš —_n(c). Ĺğ ¡šőčő śřăğş ąşďěš śńěďőćăšĳ şšćěřęďěŋĺě ğăďăůĺ, ŕőśłőńĳłş ďń£ ćś£łőčő c ń¿ąőě řăűĺőŋăńĳŋőľ ůĺśńő ĺğ ŕřőňěęşšłă (—_n(c); c) ŋě ŕřěďśšăćĺňő ć ćĺďě śşňňż n ěčĺŕěšśłĺţ ďřőąěľ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő ąşďěň ćěśšĺ ĺŋďşłűĺěľ ŕő n. Ŕřĺ n = 1 —_1(c) =^1_{[c+1]} . Ďőłăęěň ĺŋďşłűĺőŋŋżľ ŕěřěţőď őš n − 1 ł n. Ŕşśšĳ k = [_n c ] + 1, šőčďă^n_k < c,^n_k ∈ M_n (šăł łăł^n_k ěśšĳ śşňňă ďřőąěľ^1_k ). Ďń£ łăęďőčő x ∈ (^n_k ; c) ∩ M_n ţőš£ ąż őďŋă ĺğ ďřőąěľ^1_{ki} śşňňż x =^1_{k1} + · · · +^1_{kn} ąőńĳÿě^1_k , šő ěśšĳ k_i < k − 1. Ŕřĺ ¡šőň x −^1_{ki} ∈ M_{n−1}. Ŋăĺąőńĳÿěě ĺğ šăłĺţ x (¡šő ĺ ěśšĳ —_n(c)) ąşďěš řăćŋő ŋăĺąőńĳÿěňş ĺğ ůĺśěń n k ; —_{n−1} ( c − 1 k − 1 ) + 1 k − 1

; —_{n−1} ( c − 1 k − 2 ) + 1 k − 2

; : : : ; —_{n−1} ( c − 1 ‘ ) + 1 ‘ ;

čďě ‘ | ŋăĺňěŋĳÿěě ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő, ďń£ łőšőřőčő c −^1_ℓ > 0.

1.5 ă) Ŕřőćěřĳšě, ůšő ğŋăňěŋăšěńĳ ¡šőľ śşňňż ďěńĺšś£ ŋă ąőńěě ćżśőłş¿ śšěŕěŋĳ ďćőľłĺ, ůěň ůĺśńĺšěńĳ.

ą) Ŕşśšĳ šăłőě řăğńőęěŋĺě śşźěśšćşěš, 1 = 1 2a + 1 + 1 2a + 3 + · · · + 1 2a + 2k − 1 6 k 2a + 1 : Šőčďă k ¿ 2a + 1 ĺ ć śĺńş ŕőśšşńăšă Ąěřšřăŋă, śřěďĺ ğŋăňěŋăšěńěľ ćśšřěůăěšś£ šăłőě ŕřőśšőě ůĺśńő p, ůšő őśšăńĳŋżě ğŋăňěŋăšěńĺ ŋă ŋěčő ŋě ďěń£šś£. Šőčďă ůĺśńĺšěńĳ śşňňż ŋě ďěńĺšś£ ŋă p ĺ řăćěŋśšćő ŋě ňőęěš ĺňěšĳ ňěśšő.

ć) Ňż ŕřĺćőďĺň śńěčłă şŕřőźěŋŋőě řăśśşęďěŋĺě ĺğ [16]. Ďőŕşśšĺň, ůšő šăłőě řăğńőęěŋĺě śşźěśšćşěš, 1 = 1 a + 1 a + d + 1 a + 2d + · · · + 1 a + nd

: (2)

Ăŋăńőčĺůŋő ŕřěďżďşźĺň ŕşŋłšăň ğăďăůĺ şąěęďăěňś£, ůšő ć ¡šőň śńşůăě d | ůěšŋőě ůĺśńő. Łřőňě šőčő, ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő a ¿ 3, šăł łăł ŕřĺ a = 2 şřăćŋěŋĺě (2) ŕěřěŕĺśżćăěšś£ ć ćĺďě 1 = n−1∑ i=0 1 (1 +^d_2 ) +^d_2 · i ; ŕřĺůěň ğďěśĳ şęě 1 +^d_2 ¿ 3, ŕőśłőńĳłş ŕřĺ a = 2, d = 2 śşňňă ŋě ňőęěš ążšĳ řăćŋă ěďĺŋĺűě.

Ŕőŋ£šŋő, ůšő ŕő śřăćŋěŋĺ¿ ś n ůĺśńă a ĺ d ŋě ňőčşš ążšĳ śńĺÿłőň ąőńĳÿĺňĺ.

Ńěňňă 2 a < n; d <^3_2 ∑_n i=1 1 i . Ďőłăğăšěńĳśšćő: Ŕşśšĳ a ¿ n. Ŕőśłőńĳłş d ůěšŋő, 1 = n∑ i=0 1 a + id 6 n∑ i=0 1 n + 2i = 1 2 n∑ i=0 ( 1 n + 2i + 1 n + 2(n − i) ) = 2n n∑ i=0 1 (n + 2i)(n + 2(n − i)) 6

2n·(n+1)· 1 n · 1 3n < 1 :

Ŕřőšĺćőřěůĺě. Śńěďőćăšěńĳŋő, a < n. Ďőłăęěň ćšőřőě ŋěřăćěŋśšćő. Šăł łăł a ¿ 3, 1 = n∑ i=0 1 a + id 6 1 3 + n∑ i=1 1 a + id 6 1 3 + n∑ i=1 n (a + nd)i = 1 3 + n a + nd n∑ i=1 1 i : Őšś¿ďă d < a + nd n < 3 2 n∑ i=1 1 i : Ńěňňă ďőłăğăŋă.

Ŕşśšĳ p | ŕřőśšőě ůĺśńő ĺğ ĺŋšěřćăńă (^n_2 ; n] (őŕ£šĳ ŕőśšşńăš Ąěřšřăŋă), ŋăŕřĺňěř, ŋăąőńĳÿěě ŕřőśšőě ůĺśńő, ŋě ŕřěćőśţőď£źěě n. Ŕő łřăľŋěľ ňěřě őďĺŋ ĺğ ğŋăňěŋăšěńěľ řăğńőęěŋĺ£ (2) ďěńĺšś£ ŋă p. Ŋő ŋă śăňőň ďěńě ďěń£źĺţś£ ŋă p ğŋăňěŋăšěńěľ ďőńęŋő ążšĳ ŋě ňěŋěě ďćşţ, ůšőąż ŕőśńě ŕřĺćěďěŋĺ£ ł őąźěňş ğŋăňěŋăšěń¿ ć řăćěŋśšćě (2) ůĺśńĺšěńĳ řăğďěńĺńĺś£ ŋă p. Ŕşśšĳ a + id, a + jd ďěń£šś£ ŋă p, šőčďă j − i ďěńĺšś£ ŋă p, ŕřĺůěň j − i < n < 2p. Šăłĺň őąřăğőň, j − i = p ĺ śşźěśšćşěš řőćŋő ďćă ğŋăňěŋăšěń£ ďěń£źĺţś£ ŋă p: a + (j − p)d ĺ a + jd. Šőčďă (a + (j − p)d)(a + jd) ďěńĺšś£ ŋă p^2, 1 a + (j − p)d + 1 a + jd = 2a + 2jd − pd (a + (j − p)d)(a + jd) ; ĺ ćżřăęěŋĺě 2a + 2jd − pd šőęě ďěńĺšś£ ŋă p^2 ĺ ł šőňş ęě ůěšŋő. Ŕő¡šőňş

2a + 2nd − pd ¿ 2p^2 > n^2 2 : (3)

Šăł łăł a < n, p > n=2, d <^3_2 ∑_n i=1 1 i , šő ňż ŕřĺţőďĺň ł ŋěřăćěŋśšćş

n < 4 + 3d 6 4 + 3 ⟨ 3 2 n∑ i=1 1 i ⟩ ;

čďě śĺňćőń ⟨x⟩ őąőğŋăůăěš őłřşčńěŋĺě ůĺśńă ćŋĺğ ďő ąńĺęăľÿěčő ůěšŋőčő. Ŕőśńěďŋěě ŋěřăćěŋśšćő ŕřĺ n ¿ 16 ŋě ćżŕőńŋěŋő.

Šăłĺň őąřăğőň, őśšăńőśĳ řăğąřăšĳ śńşůăľ n 6 15. Ć ¡šőň śńşůăě d 6

⟨_3 2 ∑_{15} i=1 1 i ⟩ ≈ ⟨4:9773⟩ = 4, śńěďőćăšěńĳŋő, d = 2 ĺńĺ d = 4. Ŕřĺ d = 4 1 = n∑ i=0 1 a + id 6 15∑ i=0 1 3 + 4i

≈ 0:9685 ;

ůšő ŋěćőğňőęŋő. Ŕřĺ d = 2 ĺ ŋěůěšŋőň a ňż ĺňěěň şšćěřęďěŋĺě ŕřěďżďşźěľ ğăďăůĺ. Ŕřĺ d = 2 ĺ a ¿ 6 1 = n∑ i=0 1 a + id 6 15∑ i=0 1 6 + 2i

≈ 0:9976 :

Ŋăłőŋěű, ŕřĺ d = 2, a = 4 8∑ i=0 1 4 + 2i

≈ 0:9645; 9∑ i=0 1 4 + 2i

≈ 1:0099; 15∑ i=0 1 4 + 2i

≈ 1:2198 :

č) Śńěďş¿źěě řěÿěŋĺě ŕřĺďşňăń, ć őśŋőćŋőň, Ă. Ąőńšěŋłőć. Ďőŕşśšĺň, ňż śşňěńĺ ŕőďőąřăšĳ šăłĺě a, n ĺ m, ůšő 1 a = 1 n + 1 + 1 n + 2 + · · · + 1 n + m

: (4)

Řăśśňăšřĺćă£ ňăłśĺňăńĳŋş¿ śšěŕěŋĳ ďćőľłĺ, ŋă łőšőřş¿ ďěń£šś£ ğŋăňěŋăšěńĺ ŕřăćőľ ůăśšĺ ¡šőčő řăćěŋśšćă, ďěńăěň ćżćőď, ůšő a | ůĺśńő ůěšŋőě. Ąőńěě šőčő, ěśńĺ^m_2 < 2^s 6 m, šő ńĺÿĳ őďĺŋ ĺğ ğŋăňěŋăšěńěľ ć ŕřăćőľ ůăśšĺ ďěńĺšś£ ŋă 2^s, ŕő¡šőňş a ďěńĺšś£ ŋă 2^s, ć ůăśšŋőśšĺ, a ¿ m=2. Śőćňěźă£ ¡šő ŋăąń¿ďěŋĺě ś ŋěśńőęŋőľ őűěŋłőľ m n + m < 1 a ⇔ m < n a − 1 ; ŕőńşůăěň, ůšő n > m(^m_2 − 1).

Ŕřĺćěďěň ďřőąĺ ĺğ ŕřăćőľ ůăśšĺ řăćěŋśšćă (4) ł őąźěňş ğŋăňěŋăšěń¿ (n+1)(n+2) : : : (n+m). Ŕőśňőšřĺň, ŋă śłőńĳłő śĺńĳŋő őŋ ňőęěš śőłřăšĺšĳś£ ś ůĺśńĺšěńěň. Ŕşśšĳ p | ŕřőśšőě ůĺśńő, (a; p) = 1, k = k(p) | ňăłśĺňăńĳŋă£ śšěŕěŋĳ p, ŋă łőšőřş¿ ďěńĺšś£ ţőšĳ őďŋő ĺğ ůĺśěń n+1, : : : , n+m. Łăł ĺ ć ŕřěďżďşźĺţ řěÿěŋĺ£ţ şąěęďăěňś£, ůšő šőčďă ŕő łřăľŋěľ ňěřě ďćă ĺğ ůĺśěń n + 1, n + 2, : : : , n + m ďěń£šś£ ŋă p^k, śńěďőćăšěńĳŋő, p^k < m.

Ŕőńşůăěšś£, ůšő ćśě ŕřőśšżě ňŋőęĺšěńĺ ğŋăňěŋăšěńěľ ĺğ ŕřăćőľ ůăśšĺ řăćěŋśšćă (4) ńĺąő ćţőď£š ć a, ńĺąő őůěŋĳ ŋěćěńĺłĺ. Ŕřĺ ŕőňőźĺ őűěŋőł, ňż ŕőłăęěň, ůšő ¡šőčő ŋě ňőęěš ążšĳ.

Łăęďżľ őąśşęďăćÿĺľś£ ćżÿě ňŋőęĺšěńĳ p ćţőďĺš ć ğŋăňěŋăšěńĳ (n + 1)(n + 2) : : :(n + m) ć śšěŕěŋĺ ŋě ąőńĳÿě [m p ] + 1 + [ m p^2 ] + 1 + · · · + [ m p^k ] + 1 6^{[ m}_p^] +^{[ m}_{p2}^] + · · · +^{[ m}_{pk}^] + [log_p m]:

Őšňěšĺň, ůšő ŕěřćőě śńăčăěňőě ć ŕřăćőľ ůăśšĺ ŋě ŕřěćőśţőďĺš śšěŕěŋĺ, ć łőšőřőľ p ćţőďĺš ć řăğńőęěŋĺě m!, őąőğŋăůĺň ćśě ćżřăęěŋĺě ć ŕřăćőľ ůăśšĺ ůěřěğ d_p. Šăł łăł łăęďżľ šăłőľ ňŋőęĺšěńĳ p ďőńęěŋ śőłřăšĺšĳś£ ś ůĺśńĺšěńěň, ňż ŕőńşůăěň, ůšő ŕőśńě śőłřăźěŋĺľ ğŋăňěŋăšěńĳ ąşďěš ŋě ňěŋĳÿě

(n + 1)(n + 2) : : :(n + m) ∏ p<m p | ŕřőśšőě

p^{dp} ¿

(n + 1)(n + 2) : : :(n + m) m! ∏ p<m p | ŕřőśšőě

p^{[logp m]} > (n + 1)(n + 2) : : : (n + m)

m! · m! ¿

¿^{(n + 1)( 12 m2 − m + 2) : : :( 12 m2 + 1)}

m! · m! ¿

(n + 1)(^1_2 m^2 − m + 2) : : :(^1_2 m^2 + 1) m∏ r=2 r(m + 1 − r) ¿ ¿ (n + 1) ·^{12m2 − m + 2} 1 4 (m + 1)^2

: : : 1 2 m^2 + 1 1 4 (m + 1)^2 ¿ n + 1 :

Šăłĺň őąřăğőň, a > n + 1, ůšő ŋěćőğňőęŋő.

1.6 ([10]) İšő śřăğş śńěďşěš ĺğ śőőšŋőÿěŋĺ£^1_{fm fm+1} +^1_{fm+1fm}�_1 =^1_{fmfm}�_1 .

1.7 ([12]) Ŋěš, ěśńĺ ąż ŋăň ¡šő şďăńőśĳ, šő łăęďőě ůĺśńő őš 1 ďő 18 ňż ňőčńĺ ąż ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě śşňňż mod 19 ŋě ąőńěě ůěň ŕ£šĺ ĺğ ůĺśěń 1=1 ≡ 1, 1=2 ≡ 10, 1=3 ≡ 13, 1=4 ≡ 5, 1=5 ≡ 4 ąěğ ŕőćšőřěŋĺľ. Ŕěřěąőřőň ŕřőćěř£ěň, ůšő 2, 7, 12 ŕřěďśšăćĺšĳ šăł ŋěńĳğ£.

Ňăńżě ůĺśńĺšěńĺ

1.8^2_{2n+1} =^1_{n+1} +^1_{(n+1)(2n+1)}

1.9 Ňż ŕřĺćőďĺň řăśśşęďěŋĺě ĺğ [4]. Ŋěőąţőďĺňőśšĳ:^3_{3k+2} =^1_{k+1} +^1_{(k+1)(3k+2)} (ěčő ňőęŋő ŋăľšĺ ŕřĺ ŕőňőźĺ ęăďŋőčő ăńčőřĺšňă ĺńĺ ňěšőďă űěŕŋżţ ďřőąěľ).

Ďőśšăšőůŋőśšĳ. Ŕşśšĳ n ≡ 1 mod 3,^3_n =^1_a +^1_b =^{a+b}_{ab} . Ğăňěšĺň, ůšő a ĺ b ďěń£šś£ ŋă őďŋş ĺ šş ęě ňăłśĺňăńĳŋş¿ śšěŕěŋĳ šřőľłĺ. Ŕşśšĳ g = (a; b), u = a=g, v = b=g, šőčďă^3_y =^{u+v}_{guv} , śńěďőćăšěńĳŋő, u + v ďěńĺšś£ ŋă 3. Ŕşśšĳ u + v = 3z, šőčďă^1_a +^1_b =^{3z}_{guv} ĺ šăł łăł (uv; u + v) = 1, g ďőńęŋő ďěńĺšĳś£ ŋă z. Ŕşśšĳ z = gw, šőčďă n = uvw ĺ ŕőśłőńĳłş u + v = 3z, n ĺňěěš ňŋőęĺšěńĳ, ďă¿źĺľ őśšăšőł 2 ŕřĺ ďěńěŋĺĺ ŋă 3. 1.10 ([17]) Ŕşśšĳ u_i = m_i=(m_1; m_2), a^′ = a=(a; n), n^′ = n=(a; n). Šőčďă a n = a^′ n^′ = u_1 + u_2 (m_1; m_2)u_1u_2 (5) Ŕőśłőńĳłş (u_1 + u_2; u_1u_2) = 1, ňż ŕőńşůăěň, ůšő n . u_1u_2, (u_1 + u_2) . a^′. Šăłĺň őąřăğőň, ěśńĺ ňż ŕěřěąěřěň ćśě ŕăřż u_1, u_2, (u_1; u_2) = 1, ďěńĺšěńěľ n ĺ ďń£ łăęďőľ šăłőľ ŕăřż ŕőŕřőąşěň ćğ£šĳ ć łăůěśšćě a^′ ŕőőůěřěďŋő łăęďżľ ĺğ ďěńĺšěńěľ u_1 + u_2, ă ć łăůěśšćě (a; n) | ŕřőĺğćőńĳŋżľ ďěńĺšěńĳ d ůĺśńă n, šő ňż ŋě ŕřőŕşśšĺň ŋĺ őďŋőčő śńşůă£, ć łőšőřőň ćőğňőęŋő řăğńőęěŋĺě (5). Ĺšăł,

a_n 6 fi(n) ∑ u1|n,u2|n (u1,u2)=1 fi(u_1 + u_2)· ;

čďě, łăł őążůŋő, fi(k) őąőğŋăůăěš łőńĺůěśšćő ďěńĺšěńěľ ůĺśńă k. Ćőśŕőńĳğşěňś£ šěň, ůšő ŕřĺ ąőńĳÿĺţ n fi(n) 6 n^ε. Šőčďă fi(n) ∑ u1|n,u2|n (u1,u2)=1 fi(u_1 + u_2) 6 n^εfi^2(n) 6 n^{3ε} :

1.11 ([14]) İšő śńěďşěš ĺğ šőęďěśšć 4 4d−1 = 1 d +^1_{2d(4d−1)} +^1_{2d(4d−1)}^4_{4d−2} =^1_d +^1_{d(4d−2)} +^1_{d(4d−2)} 4 8d−3 = 1 2d +^1_{d(8d−3)} +^1_{2d(8d−3)}^4_3 =^1_2 +^1_2 +^1_3 4 3d−1 = 1 d +^1_{3d−1} +^1_{d(3d−1)}^4_{7d−1} =^1_{2d} +^1_{2(7d−1)} +^1_{2d(7d−1)} 4 7d−2 = 1 2d +^1_{2(7d−2)} +^1_{d(7d−2)}^4_{7d−4} =^1_{2d−1} +^1_{2(7d−4)} +^1_{2(2d−1)(7d−4)} 4 7 =^1_2 +^1_{28} +^1_{28}^4_{15d−8} =^1_{4d−2} +^1_{4(15d−8)} +^1_{2(4d−2)(15d−4)} 4 15d−2 = 1 4d +^1_{4(15d−2)} +^1_{2d(15d−2)}

1.12 ([13], ğăďăůĺ 194, 195) 1 = n∑ k=1 1 x^2_k 6 n∑ k=1 1 (k + 1)^2 < n∑ k=1 1 k(k + 1) = n∑ k=1 ( 1 k − 1 k + 1 ) = 1 − 1 n + 1

< 1 : 1 2 = 1 2^2 + 1 3^2 + 1 4^2 + 1 6^2 + 1 7^2 + 1 9^2 + 1 12^2 + 1 14^2 + 1 21^2 + 1 36^2 + 1 45^2 + 1 60^2 : İřď-ěÿ ďőłăğăń, ůšő ďń£ łăęďőčő řăűĺőŋăńĳŋőčő w, 0 < w <^{π2}_6 − 1, śşźěśšćşěš łőŋěůŋőě řăğńőęěŋĺě ć śşňňş řăğńĺůŋżţ őąřăšŋżţ łćăďřăšőć.

2 Ŕřőňěęşšőůŋżľ ťĺŋĺÿ

2.1 ([9]) Ěśńĺ n = p^{α1}_1 p^{α2}_2 : : :p^{αk}_k , šő u_n =^1_2 ( (2¸_1 + 1)(2¸_2 + 1) : : :(2¸_k + 1) + 1 ) . Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕěřěŕĺÿěň řăćěŋśšćő^1_n =^1_a +^1_b ć ćĺďě (a − n)(b − n) = n^2. Šăł łăł a > n, ćżřăęěŋĺě a − n ňőęěš ążšĳ řăćŋő ń¿ąőňş ŋăšşřăńĳŋőňş ďěńĺšěń¿ ůĺśńă n^2, ŕřĺ ¡šőň b − n őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěńěŋő. Ŕěřěąĺřă£ ćśěćőğňőęŋżě ŋăšşřăńĳŋżě ďěńĺšěńĺ n^2, ňż ćśě ŕăřż (a; b) şůšěň ďćăęďż, łřőňě ŕăřż (n; n).

2.2 ([3], ğăďăůă 4.16) Ŕşśšĳ p(x) = (x +^1 )(x +^1_2 ) : : :(x +^1_n ). Ůěňş ąż ¡šő ňőčńő ążšĳ řăćŋő p(1)? 2.3 Ŕşśšĳ śŋăůăńă^m_n < 1. Ćżąěřěň q_1 ć śőőšćěšśšćĺĺ ś ăńčőřĺšňőň:^1_{q1} 6^a_b <^1_{q1−1} . Ĺğ ćšőřőčő ŋěřăćěŋśšćă śńěďşěš, ůšő aq_1 − b < a. Ğŋăůĺš, ŕőśńě ćżůĺšăŋĺ£ ďřőąĺ^1_{q1} ůĺśńĺšěńĳ ŕőńşůěŋŋőľ ďřőąĺ^a_b −^1_{q1} =^{aq1−b}_{aq1} śšăń śšřőčő ňěŋĳÿě a. Šăłĺň őąřăğőň, ŕřĺ ćżŕőńŋěŋĺĺ łăęďőčő ÿăčă ăńčőřĺšňă ůĺśńĺšěńĳ ďřőąĺ şňěŋĳÿăěšś£.

Ćğ£ć ďőśšăšőůŋő ňŋőčő śńăčăěňżţ čăřňőŋĺůěśłőčő ř£ďă ć őąźěň śńşůăě, ňż ŕřĺďěň ł ŋěřăćěŋśšćş a b − 1 2 − 1 3 − · · · − 1 k < 1 k + 1 : Ŕřĺ ćżŕőńŋěŋĺĺ śńěďş¿źĺţ ÿăčőć ăńčőřĺšňă ůĺśńĺšěńĳ śŋőćă ąşďěš şňěŋĳÿăšĳś£. 2.4 ([2], řăğďěń Ă, ğăďăůă 280) Ćżąěřěň q_1 ŕőńĳğş£śĳ ęăďŋżň ăńčőřĺšňőň. Šőčďă^a_b =^1_{q1} (1 +^{a1}_{b1} ), ŕřĺůěň łăł ĺ ć ęăďŋőň ăńčőřĺšňě a_1 < a. Ŕőćšőřĺň ŕřőďěńăŋŋş¿ ŕřőűěďşřş ďń£ ďřőąĺ a_1=b_1 ĺ š. ď. 2.5 Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ ęăďŋőčő ăńčőřĺšňă, 1 d_k 6 ¸ − k−1∑ i=1 1 d_i < 1 d_k − 1 : Śńěďőćăšěńĳŋő, 1 d_{k+1} 6 ∑ i¿k+1 1 d_i < 1 d_k − 1 − 1 d_k : Őšłşďă d_{k+1} > d^2_k − d_k.

2.6 İšőš řěğşńĳšăš ŕřĺŋăďńěęĺš Ő. Ă. Šăřăłăŋőćş (śň. [8], ğăďăůă I.3.17.ą). Ğăňěšĺň, ůšő řăćěŋśšćă

d_{k+1} = d^2_k − d_k + 1 ĺ 1 d_k = 1 d_k − 1 − 1 d_{k+1} − 1

řăćŋőśĺńĳŋż. Ěśńĺ ąż ŕřĺ ćśěţ k ¿ L (ŕřĺůěň, ŕşśšĳ L | ŋăĺňěŋĳÿěě ĺğ ćśěţ ćőğňőęŋżţ) ążńő ćżŕőńŋěŋő řăćěŋśšćő, d_{k+1} = d^2_k − d_k + 1, šő ∑ k¿L 1 d_k = 1 d_L − 1

; (6)

ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, śşňňă ř£ďă ¸ =

∑_1

d_i ążńă ąż řăűĺőŋăńĳŋă. Řăćěŋśšćő (6) ŕřĺ ¡šőň ŕőłăğżćăěš, ůšő

ŕřĺ ćżŕőńŋěŋĺĺ ęăďŋőčő ăńčőřĺšňă ďń£ ůĺśńă ¸ ňż őÿĺąńĺśĳ ŋă L-ň ÿăčě, ćğ£ć őůěřěďŋőľ ğŋăňěŋăšěńĳ ŋă ěďĺŋĺűş ąőńĳÿě, ůěň šřěąşěšś£ ŕő ăńčőřĺšňş, ĺ ¡šş ęě őÿĺąłş ňż śőćěřÿăńĺ ŋă łăęďőň śńěďş¿źěň ÿăčě. Űěŋőľ ¡šĺţ őÿĺąőł ňż śňőčńĺ śőćěřÿĺšĳ ąěśłőŋěůŋőě ůĺśńő ÿăčőć ăńčőřĺšňă ďń£ řăűĺőŋăńĳŋőčő ¸. Ěśńĺ ęě ŋěřăćěŋśšćő d_{k+1} > d^2_k − d_k + 1 ćżŕőńŋěŋő ąěśłőŋěůŋő ňŋőčő řăğ, ć ćżůĺśńěŋĺĺ (6) ŕřĺ ćśěţ L ąşďěš śšő£šĳ śšřőčőě ŋěřăćěŋśšćő, ůšő ŕőłăğżćăěš, ůšő ŋă łăęďőň ÿăčě őůěřěďŋőě d_L ćżąĺřăěšś£ ć śőőšćěšśšćĺĺ ś ęăďŋżň ăńčőřĺšňőň. Ŕőśłőńĳłş ęăďŋżľ ăńčőřĺšň ŋě őśšăŋőćĺńś£, ůĺśńő ¸ ďőńęŋő ążšĳ ĺřřăűĺőŋăńĳŋżň. 2.7 Řěÿěŋĺě ¡šőľ ğăďăůĺ ŕőďřőąŋő ĺğńőęěŋő ć [16].

2.8 ([4]) Łăęďă£ ğăňěŋă ŕěřćőčő šĺŕă şňěŋĳÿăěš ůĺśńő śńăčăěňżţ. Łăęďă£ ğăňěŋă ćšőřőčő šĺŕă ŋě ĺğňěŋ£ěš ůĺśńő śńăčăěňżţ, ŋő ğăšő şňěŋĳÿăěš śŕĺśőł śńăčăěňżţ ć śňżśńě ńěłśĺłőčřăťĺůěśłőčő ŕőř£ďłă. 2.9 ([5]) Ďń£ ń¿ąőčő ňşńĳšĺňŋőęěśšćă E = {x_1; : : :; x_m} őąőğŋăůĺň

E^′ = {x_1 + 1; : : :; x_m + 1} ∪ {x_1(x_1 + 1); : : :; x_m(x_m + 1)} :

Ŕőńőęĺň E_0 = {n}, E_1 = E^′_0, E_2 = E^′_1 ĺ š. ď. Ŋăň ŋşęŋő ŕőłăğăšĳ, ůšő łăęďőě E^′_k ŋě śőďěřęĺš ŕőćšőř£¿źĺţś£ ¡ńěňěŋšőć.

Ďőŕşśšĺň, ůšő ¡šő ŋě šăł ĺ E_{k0} | ňşńĳšĺňŋőęěśšćő ś ŋăĺňěŋĳÿĺň ŋőňěřőň, ć łőšőřőň ćśšřěůă¿šś£ ďćă őďĺŋăłőćżţ ¡ńěňěŋšă x_0. Řăśśňőšřĺň, ŕřěďÿěśšćěŋŋĺłĺ u ĺ v ¡ńěňěŋšă x_0 ćő ňŋőęěśšćě E_{k0−1}: x_0 = u + 1 = v(v + 1). Šőčďă u = v^2 + v − 1 ĺ ňŋőęěśšćő E_{k0−1} śőďěřęĺš ¡ńěňěŋšż v ĺ v^2 + v − 1. Ďőłăęěň, ůšő ¡šőčő ŋě ňőęěš ążšĳ.

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ğăňěšĺň, ůšő ěśńĺ a = v(v + 1), šő ůĺśńő 4a + 1 = (2v + 1)^2 | šőůŋżľ łćăďřăš. Šăł łăł

(2v)^2 < 4v^2 + 4(v − t) + 1 < 4v^2 + 4v + 1 = (2v + 1)^2; ŕřĺ 0 < t 6 v ;

šő ŕřěďÿěśšćěŋŋĺł ůĺśńă v^2 + v − 1 řăćěŋ v^2 + v − 2, ŕřěďÿěśšćěŋŋĺł ůĺśńă v^2 + v − 2 řăćěŋ v^2 + v − 3 ĺ š. ď., v-ľ ŕřěďÿěśšćěŋŋĺł ůĺśńă v^2 + v − 1 řăćěŋ v^2 − 1. Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, v-ľ ŕřěďÿěśšćěŋŋĺł ůĺśńă v őłăęěšś£ šőčďă ŋěŕőńőęĺšěńĳŋżň ĺńĺ ŋěűěńżň.

2.10 ([5]) ă) Ŕşśšĳ ĺňěěšś£ łăłă£-ŋĺąşďĳ śşňňă ěčĺŕěšśłĺţ ďřőąěľ (ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ ăńčőřĺšňă ŕőďřăğąĺěŋĺľ ňż śůĺšăěň, ůšő ¡šă śşňňă ňěŋĳÿě ěďĺŋĺűż, ć ůăśšŋőśšĺ, ćśě śńăčăěňżě ňěŋĳÿě ěďĺŋĺűż), ŕşśšĳ E_0 | ňşńĳšĺňŋőęěśšćő ěě ğŋăňěŋăšěńěľ. Ĺŋďşłűĺěľ ŕő ůĺśńş ¡ńěňěŋšőć E_0 ŕőłăęěň, ůšő ňőęŋő ďěľśšćőćăšĳ šăł, ůšő ăńčőřĺšň ŕőďřăğąĺěŋĺľ őśšăŋőćĺšś£. Ďń£ #E_0 = 2 ¡šő őůěćĺďŋő.

Ĺŋďşłűĺőŋŋżľ ŕěřěţőď. Şďăńĺň ĺğ E_0 őďĺŋ ¡ńěňěŋš e_0, ĺ ďń£ őśšăćÿěľś£ śşňňż ŕřĺňěŋĺň ŕřěďŕőńőęěŋĺě ĺŋďşłűĺĺ, ŕőńşůĺň ňŋőęěśšćő E_1 ĺğ k ¡ńěňěŋšőć, ŕşśšĳ a_k | ŋăĺąőńĳÿĺľ ĺğ ŋĺţ. Ěśńĺ e_0 ∈ E_1, ďăńĳŋěľÿĺě ďěľśšćĺ£ ąşďěň ŕřőĺğćőďĺšĳ šőńĳłő ś ¡ńěňěŋšőň e_0 ĺ ěčő ŕőšőňłăňĺ. Ŋă łăęďőň ÿăčě ąşďěň ŕőďřăğąĺćăšĳ ćśě ŕőćšőř£¿źĺěś£ ďřőąĺ (łřőňě őďŋőľ) ś ňĺŋĺňăńĳŋżň ğŋăňěŋăšěńěň. Őůěćĺďŋő, ůšő ŕőśńě a_k ÿăčőć ăńčőřĺšňă (ěśńĺ őŋ ł šőňş ćřěňěŋĺ ŋě ğăćěřÿĺšś£) ćśě ¡ńěňěŋšż ňŋőęěśšćă E_1 ć ŕőńşůěŋŋőě ňŋőęěśšćő ğŋăňěŋăšěńěľ ćţőď£š ąěğ ŕőćšőřěŋĺ£. Šăłĺň őąřăğőň, ŕőćšőřěŋĺ£ ćőğňőęŋż šőńĳłő śřěďĺ ŕőšőňłőć ¡ńěňěŋšă e_0.

Şłăęěň ďń£ łăęďőčő ŕőšőňłă ¡ńěňěŋšă e_0 ŋőňěř ěčő ŕőłőńěŋĺ£. Ŕşśšĳ N | ŋăĺąőńĳÿĺľ ŋőňěř ŕőłőńěŋĺ£. Ć śńşůăě śőćŕăďěŋĺ£ ďćşţ ğŋăňěŋăšěńěľ, ąşďěň ŕőďřăğąĺćăšĳ šş ďřőąĳ, ğŋăňěŋăšěńĳ łőšőřőľ ŕřĺŋăďńěęĺš ŕőłőńěŋĺ¿ ś ňěŋĳÿĺň ŋőňěřőň. Ŕő şšćěřęďěŋĺ¿ ğăďăůĺ 2.9, śřěďĺ ŕőšőňłőć őďŋőčő ŕőłőńěŋĺ£ ŋěš ŕőćšőř£¿źĺţś£. Ŕő¡šőňş ć řěğşńĳšăšě šăłĺţ ğăňěŋ ŋĺłőčďă ŋě ŕřĺďěšś£ ŕőďřăğąĺćăšĳ ďřőąĺ, ş łőšőřżţ ŋőňěř ŕőłőńěŋĺ£ řăćěŋ N. İšő ğŋăůĺš, ůšő ăńčőřĺšň ŕőďřăğąĺěŋĺľ šăłĺ ğăćěřÿĺšś£ ğă łőŋěůŋőě ůĺśńő ÿăčőć.

ą) Ňż ŕřĺćőďĺň řăśśşęďěŋĺ£ ĺğ [5]. Ŋěśłőńĳłő őšţőď£ őš šřăďĺűĺőŋŋőčő ğŋăůěŋĺ£ śńőćă, ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ ć ¡šőň řěÿěŋĺĺ ăńčőřĺšňőň űěŕőůłş ďěľśšćĺľ, řěăńĺğş¿źĺţ ňěšőď ŕőďřăğąĺěŋĺľ. Ďőłăęěň, ůšő ěśńĺ, őššăńłĺćă£śĳ őš őďŋőčő ĺ šőčő ęě ňşńĳšĺňŋőęěśšćă ğŋăňěŋăšěńěľ E_0, ňż ŕőśšřőĺńĺ ďćă ăńčőřĺšňă, řěăńĺğş¿źĺţ ňěšőď ŕőďřăğąĺěŋĺ£, ŕěřćżľ ĺğ łőšőřżţ łőŋěůěŋ, ă ćšőřőľ, ążšĳ ňőęěš, śőďěřęĺš ąěśłőŋěůŋőě ůĺśńő ÿăčőć, šő ćšőřőľ ăńčőřĺšň ŋă śăňőň ďěńě šőęě ğăćěřÿăěšś£ ğă łőŋěůŋőě ůĺśńő ÿăčőć ĺ ŕřĺćőďĺš ł šőňş ęě śăňőňş ěčĺŕěšśłőňş řăğńőęěŋĺ¿.

Ŕşśšĳ E_0, E_1, : : : , E_n | ňşńĳšĺňŋőęěśšćă ğŋăňěŋăšěńěľ, łőšőřżě ŕőńşůă¿šś£ ŕřĺ ćżŕőńŋěŋĺĺ ŕěřćőčő ăńčőřĺšňă, E^′_0 = E_0, E^′_1, : : : , E^′_n, : : : | ňşńĳšĺňŋőęěśšćă ğŋăňěŋăšěńěľ, ŕőńşůă¿źĺěś£ ŕřĺ ćżŕőńŋěŋĺĺ ćšőřőčő ăńčőřĺšňă. Ćőğňőęŋő, ćšőřă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ňşńĳšĺňŋőęěśšć ąěśłőŋěůŋă. Őąőğŋăůĺň U_1, U_2, : : : | ďěľśšćĺ£, ćżŕőńŋ£ěňżě ŋă łăęďőň ÿăčě ćšőřőčő ăńčőřĺšňă, š. ě. łăęďőě U_k | ¡šő ŕőďřăğąĺěŋĺě łăłőčőšő ůĺśńă ĺğ E^′_{k−1}. Ďőłăęěň, ůšő ćšőřőľ śŕőśőą ŕřĺćőďĺš ł šőňş ęě řăğńőęěŋĺ¿, ůšő ĺ ŕěřćżľ. Řăśśşęďěŋĺě řăğőąĳěň ŋă ŋěśłőńĳłő ÿăčőć, ŋăĺąőńěě ŕřőśšżě ĺğ ŋĺţ ďăŋż ąěğ ďőłăğăšěńĳśšćă.

1. Ŋě őčřăŋĺůĺćă£ őąźŋőśšĳ, ňż ňőęěň śůĺšăšĳ, ůšő ćšőřőľ ăńčőřĺšň, ć śńşůăě ěśńĺ őŋ ąěśłőŋěůěŋ, őąńăďăěš śńěďş¿źĺň ďőŕőńŋĺšěńĳŋżň śćőľśšćőň: ďń£ łăęďőčő ŋăšşřăńĳŋőčő N, śşźěśšćşěš K, šăłőě ůšő ŕřĺ ćśěţ k > K ćśě ¡ńěňěŋšż x 6 N ćţőď£š ć ňşńĳšĺňŋőęěśšćă E^′_k ś łřăšŋőśšĳ¿ ŋě ąőńĳÿě 1.

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ďőŕşśšĺň, ůšő ¡šő ŋě šăł, ĺ ¡ńěňěŋš x_1 ćţőďĺš ć ňşńĳšĺňŋőęěśšćă E^′_k ś łřăšŋőśšĳ¿ ąőńĳÿě 1 ŕřĺ ćśěţ k ¿ k_1. Ŕřĺůěň ¡šő ŋăĺňěŋĳÿĺľ ¡ńěňěŋš ś šăłĺň śćőľśšćőň. Ŕőśšřőĺň ěźě őďŋş (šřěšĳ¿) řěăńĺğăűĺ¿ ňěšőďă ŕőďřăğąĺěŋĺ£ ŋă őśŋőćě ćšőřőčő ăńčőřĺšňă. Ďń£ ¡šőčő őŕřěďěńĺň ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ďěľśšćĺľ V_1, V_2, : : : . Ŕşśšĳ ďń£ ŋăůăńă V_{2k} = U_k, ă łăęďżľ ÿăč V_{2k+1} \ŋě őŕřěďěńěŋ" ĺ śőśšőĺš ć šőň, ůšő ňż ŋă ¡šőň ÿăčě ŋĺůěčő ŋě ďěńăěň. Ŕşśšĳ F_1, F_2, : : : ňşńĳšĺňŋőęěśšćő ğŋăňěŋăšěńěľ ¡šőčő ăńčőřĺšňă. Ćŋőś£ ğăňěŋż ć ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ďěľśšćĺľ V_k, ňż śřăğş ęě ąşďěň \ŕěřěśůĺšżćšĳ" ĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ňşńĳšĺňŋőęěśšć F_k. Őŕřěďěńĺň ďěľśšćĺě V_{2k1+1} | ŕşśšĳ ¡šő ąşďěš ŕőďřăğąĺěŋĺě ůĺśńă x_1. Ěśńĺ őŕ£šĳ ŋăľďěšś£ (ŋăĺňěŋĳÿěě) ůĺśńő x_2, łőšőřőě ćţőďĺš ć ňşńĳšĺňŋőęěśšćă F_k ś łřăšŋőśšĳ¿ ąőńĳÿě 1 ŕřĺ ćśěţ k ¿ k_2 > k_1, őŕřěďěńĺň ďěľśšćĺě V_{2k2+1} łăł ŕőďřăğąĺěŋĺě ůĺśńă x_2. Ŕřőďőńęă£ šăł ďěľśšćőćăšĳ, ňż ŕőśšřőĺň \ćőğřăśšă- ¿źş¿ űěŕőůłş ăńčőřĺšňőć", ć łőšőřőľ ćśě ŕőśńěďş¿źĺě ăńčőřĺšňż śőďěřęăš ąőńĳÿě ŋěšřĺćĺăńĳŋżţ ÿăčőć ŋă ŋěůěšŋżţ ňěśšăţ, ůěň ŕřěďżďşźĺě. \Ŕřěďěńĳŋżľ" ăńčőřĺšň ¡šőľ űěŕőůłĺ, őůěćĺďŋő, őąńăďăěš šřěąşěňżň śćőľśšćőň.

Ăńčőřĺšňż, őąńăďă¿źĺě śťőřňşńĺřőćăŋŋżň ć ŕ. 1 śćőľśšćőň, śőśšő£š, łăł ňż ŕőłăęěň ŋĺęě, ńĺÿĳ ĺğ łőŋěůŋőčő ůĺśńă ÿăčőć. Őůěćĺďŋő, ůšő ěśńĺ ŕőśšřőěŋŋżľ \ŕřěďěńĳŋżľ" ăńčőřĺšň śőśšőĺš ĺğ łőŋěůŋőčő ůĺśńă ÿăčőć, šő ĺ ćšőřőľ ăńčőřĺšň, ŋă őśŋőćě łőšőřőčő ŕőśšřőěŋ \ŕřěďěńĳŋżľ", šăłęě łőŋěůěŋ. Ŕő¡šőňş śťőřňşńĺřőćăŋŋőě šřěąőćăŋĺě ďěľśšćĺšěńĳŋő ŋě őčřăŋĺůĺćăěš őąźŋőśšĺ.

2. Ůĺśńő ¡ńěňěŋšőć ňşńĳšĺňŋőęěśšćă E^′_k řăćŋő L + k, čďě L | ůĺśńő ¡ńěňěŋšőć ňşńĳšĺňŋőęěśšćă E_0. 3. Ěśńĺ x ∈ E^′_i, šő x ∈ E^′_j ŕřĺ j ¿ i.

4. Śşźěśšćşěš šăłőě m ∈ N, ůšő ďń£ ćśěţ x 6 maxE_n łřăšŋőśšĳ ćţőęďěŋĺ£ x ć E^′_m ŋě ŕřěćőśţőďĺš 1. İšő śńěďşěš ĺğ ŕ. 1 ŕřĺ N = maxE_n.

5. Ŕřĺ ćżŕőńŋěŋĺĺ ăńčőřĺšňőć, şďőćńěšćőřő£¿źĺţ ŕ. 1, łăęďőě ůĺśńő x ŕőďćěřčăěšś£ ŕőďřăğąĺěŋĺ¿ łőŋěůŋőě ůĺśńő řăğ.

6. Ŕşśšĳ —_0(x) | łřăšŋőśšĳ ćţőęďěŋĺ£ x ć E_0, —(x) | łőńĺůěśšćő őŕěřăűĺľ ŕőďřăğąĺěŋĺ£ ć ŕěřćőň ăńčőřĺšňě, ŕřĺňěŋ£ćÿĺţś£ ł ůĺśńş x, —^′_0(x), —^′(x) | ăŋăńőčĺůŋżě ćěńĺůĺŋż ďń£ ćšőřőčő ăńčőřĺšňă. Šőčďă ďń£ ćś£łőčő x ∈ ⋃ i¿0 E^′_i

—^′(x) = —_0(x) + —^′(x − 1) + —^′(b) − 1 ;

čďě b(b + 1) = x (ěśńĺ b | ŋě űěńőě, —(b) = 0).

7. Ěśńĺ x_0 | ŋăĺňěŋĳÿěě ůĺśńő, ł łőšőřőňş ŕřĺňěŋ£ńőśĳ ŕőďřăğąĺěŋĺě ć ŕěřćőň ăńčőřĺšňě, šő ŕřĺ ćśěţ

x ¿ x0 —(x) 6 —^′(x).

İšő ńěčłő ďőłăğăšĳ ĺŋďşłűĺěľ ŕő x. Ąăğă őůěćĺďŋă, ŕőśłőńĳłş ňŋőęěśšćă E_0 ĺ E^′_0 őďĺŋăłőćż. Ĺŋďşłűĺőŋŋżľ ŕěřěţőď śřăğş śńěďşěš ĺğ řăćěŋśšćă ŕ. 6. Ěďĺŋśšćěŋŋőě šőŋłőě ňěśšő | śńşůăľ, łőčďă x | ůĺśńő, ŕőďćěřčăćÿěěś£ ŕőďřăğąĺěŋĺ£ň ć ŕěřćőň ăńčőřĺšňě, ŋő ŋě ŕřĺŋăďńěęăźěě ⋃ i¿0 E^′_i (šőčďă ťőřňşńă ĺğ ŕ. 6 ŋě

őŕřěďěńěŋă). Ŕřőćěřĳšě, ůšő ¡šőš śńşůăľ ŋěćőğňőęěŋ.

8. Ňşńĳšĺňŋőęěśšćő ůĺśěń, ł łőšőřżň ŕřĺňěŋ£ńőśĳ ŕőďřăğąĺěŋĺě ć ŕěřćőň ăńčőřĺšňě, śőďěřęĺšś£ ć ňşńĳšĺňŋőęěśšćě ůĺśěń, ł łőšőřżň ŕřĺňěŋ£ńőśĳ ŕőďřăğąĺěŋĺě ćő ćšőřőň ăńčőřĺšňě.

İšő śńěďşěš ĺğ ŕ. 7.

9. Ěśńĺ m | ćěńĺůĺŋă ĺğ ŕ. 4, šő E_n ⊂ E^′_m.

Ěśńĺ x ∈ E_0, šő x ∈ E^′_m. Ěśńĺ ęě x ŕőńşůěŋő ć řěğşńĳšăšě łăłĺţ-šő ŕőďřăğąĺěŋĺľ, šő x ∈ E^′_m ąńăčőďăř£ ŕřěďżďşźěňş ŕşŋłšş.

10. E_n = E^′_m.

Ćśě-šăłĺ ¡šő ğŋăňěŋăšěńĺ ć ěčĺŕěšśłőň řăğńőęěŋĺĺ őďŋőčő ĺ šőčő ęě ůĺśńă. 11. n = m.

İšő śńěďşěš ĺğ ŕ. 2.

Ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ ďőłăğăšĳ.

Ćőš ďřşčőě řěÿěŋĺě ¡šőľ ğăďăůĺ, łőšőřőě ŋăÿńĺ şůăśšŋĺłĺ łőŋťěřěŋűĺĺ (Ćěďěŋśłĺľ Ł., Ŋěśšěřşł Ć., Ąěřÿšěľŋ Ň., Ďşďłő Ă., Łăńěŋłőć Ň.). Ŋě ĺśŕőńĳğş£ řěğşńĳšăš ŕ. ă, ďőłăęěň, ůšő ćś£łĺľ ăńčőřĺšň ŕőďřăğąĺěŋĺ£ őśšăŋăćńĺćăěšś£.

Ąşďěň čőćőřĺšĳ, ůšő ůĺśńő a | ŕőšőňőł ůĺśńă b k-čő ŕőłőńěŋĺ£, ěśńĺ ůĺśńő a ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ ĺğ b ŕřĺ ŕőňőźĺ k őŕěřăűĺľ ćĺďă x → x + 1 ĺńĺ x → x(x + 1). Ć ŋăůăńě řăąőšż ăńčőřĺšňă ňż ĺňěěň m ďřőąěľ 1=n. Śőśšăćĺň šăąńĺűş, ć k-ľ śšřőłě łőšőřőľ ąşďěň ćżŕĺśżćăšĳ ŕőšőňłőć k-čő ŕőłőńěŋĺ£ ůĺśěń 1=n (ŋěłőšőřżě ůĺśńă ňőčşš őďŋőćřěňěŋŋő ŕřĺŋăďńěęăšĳ řăğŋżň śšřőłăň-ŕőłőńěŋĺ£ň). Ŕőď ŕěřćżň ůĺśńőň 1=n ŋĺůěčő ŕĺśăšĳ ŋě ąşďěň, ă ŕřőśšő ŕőďůěřłŋěň ¡šş ďřőąĳ; ŕőď ćšőřżň ůĺśńőň 1=n ćżŕĺÿěň őąőĺţ ěčő ŕőšőňłőć ŕěřćőčő ŕőłőńěŋĺ£ ĺ ŕőďůěřłŋěň ĺţ. Ŕőńőęĺň k_2 řăćŋżň ŋăĺňěŋĳÿěňş ŋőňěřş ŕőłőńěŋĺ£, ćśě ŕřěďśšăćĺšěńĺ łőšőřőčő ąőńĳÿě n(n + 1). Ŕőď šřěšĳĺň ůĺśńőň ćżŕĺÿěň ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ćśěţ ěčő ŕőšőňłőć ďő k_2-čő ŕőłőńěŋĺ£ ćłń¿ůĺšěńĳŋő, ŕőšőňłőć k_2-čő ŕőłőńěŋĺ£ ŕőďůěřłŋěň, ĺ ŕőńőęĺň k_3 řăćŋżň ŋăĺňěŋĳÿěňş ŋőňěřş ŕőłőńěŋĺ£, ćśě ŕřěďśšăćĺšěńĺ łőšőřőčő ŕřěćőśţőď£š ćśěţ ŕőšőňłőć ś ŕěřćőčő ďő k_2-čő ŕőłőńěŋĺ£. Ŕőď ůěšćěřšżň ůĺśńőň ćżŕĺÿěň ćśěţ ŕőšőňłőć ďő k_3-čő ŕőłőńěŋĺ£, ŕřĺůěň ŕőšőňłőć k_3-čő ŕőłőńěŋĺ£ ŕőďůěřłŋěň. Ĺ šăł ďăńěě. Ğăňěšĺň, ůšő ŕő şšćěřęďěŋĺ¿ ğăďăůĺ 2.9 ćśě ŕőšőňłĺ őďŋőčő ŕőłőńěŋĺ£ řăğńĺůŋż, ŕő¡šőňş ćśě ŕőďůěřłŋşšżě ůĺśńă ŕőŕăřŋő řăğńĺůŋż. Ğăňěšĺň šăłęě, ůšő ŕő ŕőśšřőěŋĺ¿ łăęďőě ŋěŕőďůěřłŋşšőě ůĺśńő ć ŋăÿěľ šăąńĺűě ŕőďćěřčăńőśĳ ŕőďřăğąĺěŋĺ£ň.

Šěŕěřĳ řăśśňőšřĺň ŕřőĺğćőńĳŋżľ ăńčőřĺšň ŕőďřăğąĺěŋĺ£. Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă şšćěřęďěŋĺ£ şšćěřęďěŋĺ£ ďőśšăšőůŋő ŕőłăğăšĳ, ůšő ŕřĺ řăąőšě ăńčőřĺšňă ŋě ŕő£ćń£ěšś£ ŕőšőňłőć ďăńěě k_{m−1}-čő ŕőłőńěŋĺ£. Ďń£ ¡šőčő ňż ŕřőćěřĺň, ůšő ŋă łăęďőň ÿăčě ăńčőřĺšňă ćśě ŕőńşůěŋŋżě ůĺśńă ňőęŋő řăğňěśšĺšĳ, ś şůěšőň ĺţ ŕőłőńěŋĺ£, ć řăğŋżţ łńěšłăţ šăąńĺűż.

Ć ŋăůăńě ăńčőřĺšňă ¡šő šăł: ćśě ůĺśńă ğăŕĺśăŋż ć ŋşńěćőľ śšřőłě. Ŕřĺ ćżŕőńŋěŋĺĺ łăęďőľ őŕěřăűĺěľ ŕőďřăğąĺěŋĺ£ ňż ĺňěěň ďćă őďĺŋăłőćżţ ůĺśńă, ĺğ łőšőřżţ őďŋő ğăćěďőňő ŋě ŕőďůěřłŋşšő. Ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő ŕőďřăğąĺćăěšś£ ŋěŕőďůěřłŋşšőě ůĺśńő. Ć ¡šőň śńşůăě řěğşńĳšăš ŕőďřăğąĺěŋĺ£ ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ ć šőůŋőśšĺ ŕőď ŕőďřăğąĺćăěňżň ůĺśńőň. Şšćěřęďěŋĺě ğăďăůĺ ďőłăğăŋő.

2.11 Ćśě ŋěůěšŋżě ŕřăłšĺůŋżě ůĺśńă, ąőńĳÿĺě 7, ďěń£šś£ ŋă 3, 5 ĺ 7 (ŕőśłőńĳłş ĺŋăůě ŋěćőğňőęŋő ğăŕĺśăšĳ ůĺśńă őš 3 ďő 7 ć ćĺďě śşňňż řăğńĺůŋżţ ďěńĺšěńěľ). 8 = 5+3. Ěśńĺ k = ∑ d_i > 3, k−1 = ∑_′ d_i, šő 3k = ∑ (3d_i), 3k +1 = 1+ ∑ (3d_i), 3k +2 = 5+ ∑_′ (3d_i). Ĺśůěřŕżćă¿źş¿ ĺŋťőřňăűĺ¿ ő ňŋőęěśšćě ŕřăłšĺůŋżţ ůĺśěń ňőęŋő ŋăľšĺ ć [6].

2.12 ([6]) Ăćšőř ğăďăůĺ | E. Stark ([7], problem 4512) Ďń£ ŕőńşůěŋĺ£ šăłőčő řăğńőęěŋĺ£ ďőśšăšőůŋő ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ ăŋăńőčőň ňěšőďă ďćőĺůŋőčő őśšăšłă, ĺśŕőńĳğş£ ćňěśšő śšěŕěŋĺ ďćőľłĺ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺě ŋěůěšŋżě ŕřăłšĺůŋżě ůĺśńă (ŋăŕřĺňěř, ćĺďă 945 · 3^n | śň. ğăďăůş 2.11)

2.13 Şšćěřęďěŋĺě ą) ĺ ěčő ďőłăğăšěńĳśšćő ŕřĺ ŕőňőźĺ şšćěřęďěŋĺ£ ă) ŕřĺŋăďńěęĺš İřďěÿş ([19]).

ă) Ĺŋďşłűĺ£ ŕő n. Ŕřĺ n = 2 őŋő őůěćĺďŋő. Ĺŋďşłűĺőŋŋżľ ŕěřěţőď n → n + 1. Ŕşśšĳ ‘ < (n + 1)!, ‘ = (n + 1)s + r, šőčďă s < n!, r < n + 1. Ŕő ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ ĺŋďşłűĺĺ, s = d_1 + d_2 + · · · + d_k, k < n, čďě d_i | ďěńĺšěńĺ n!. Šőčďă ‘ = (n + 1)d_1 + (n + 1)d_2 + · · · + (n + 1)d_k + r | šřěąşěňőě ŕřěďśšăćńěŋĺě ůĺśńă ‘.

ą) Ğăňěšĺň śŋăůăńă, ůšő (^n_2 )^{n/2} < n! < n^n őšłşďă śńěďşěš, ůšő n ≍^{log n!}_{log log n!}.

Ŕşśšĳ (k − 1)! < n < k!,^ℓ_{k!} <^m_n <^{ℓ+1}_{k!} . Šőčďă mk! − n‘ < n < k! ĺ ‘ < k!. Ŕő şšćěřęďěŋĺ¿ ŕşŋłšă ă) mk! − n‘ = d_1 + d_2 + · · · + d_r, ‘ = d^′_1 + d^′_2 + · · · + d^′_s. Ĺ ňż ĺňěěň řăğńőęěŋĺě m n = ‘ k! + mk! − n‘ nk! = d^′_1 k! + d^′_2 k! + · · · + d^′_s k! + d_1 nk! + d_2 nk! + · · · + d_r nk! : ć łőšőřőň ůĺśńĺšěńĺ ďřőąěľ ďěń£š ğŋăňěŋăšěńĺ.

Ńĺšěřăšşřă

[1] Ÿłń£řśłĺľ Ď. Ő., Ůěŋűőć Ŋ. Ŋ., §čńőň Ĺ. Ň. Ĺğąřăŋŋżě ğăďăůĺ ĺ šěőřěňż ¡ńěňěŋšăřŋőľ ňăšěňăšĺłĺ.

Ăřĺťňěšĺłă ĺ ăńčěąřă. Ĺğď. 4-ě, Ň., 1965.

[2] Ńěňăŋ Ă. Ă. Śąőřŋĺł ğăďăů ňőśłőćśłĺţ ňăšěňăšĺůěśłĺţ őńĺňŕĺăď. Ň., 1965. [3] Ğăřşąěęŋżě ňăšěňăšĺůěśłĺě őńĺňŕĺăďż. Ŕőď řěď. Śěřčěěćă Ĺ. Ŋ. Ň. 1987.

[4] Eppstein D. Ten algorithms for Egyptian fractions. Mathematica in Education and Research V.4 N.2 5{15 (1995) [5] Beeckmans L. The splitting algorithm for Egyptian fractions. Journal of Number Theory, 43, 173{185 (1993). [6] Stewart B. M. Sums of distinct divisors. American Journal of Mathematics, V. 76, No. 4, 779{785 (1954). [7] Amer. Math. Monthly V. 61 No. 3 (1954) [8] Ňăłăřőć Ą. Ň., Čőńşğĺŋă Ň. Č., Ńőďłĺŋ Ă. Ă., Ŕőďłőřżšőć Ă. Ŋ. Ĺğąřăŋŋżě ğăďăůĺ ŕő ćěźěśšćěŋŋőňş ăŋăńĺğş. 2-ě ĺğď. ŚŔą. 2000.

[9] Brown K. S. Unit fraction partitions. www.seanet.com/~ksbrown/kmath332 [10] Brown K. S. Unit fractions and Fibonacci. www.seanet.com/~ksbrown/kmath315 [11] Brown K. S. Reverse greed for unit fractions. www.seanet.com/~ksbrown/kmath150 [12] Brown K. S. Minimizing the denominators of unit fraction expansions.

www.seanet.com/~ksbrown/kmath348.html [13] Śěřŕĺŋśłĺľ Ć. 250 ğăďăů ŕő ¡ńěňěŋšăřŋőľ šěőřĺĺ ůĺśěń. Ň. 1968 [14] Mordell L. J. Diophantine Equations. Academic Press. 1969. 287{290. [15] Ţĺŋůĺŋ Ă.§. Űěŕŋżě ďřőąĺ.

[16] Ĺęąőńďĺŋ Ő. Š., Łşřń£ŋďůĺł Ń. Ď. Řăğąĺěŋĺě ěďĺŋĺűż. Šřşďż Śăŋłš-Ŕěšěřąşřčśłőčő ňăšěňăšĺůěśłőčő őąźěśšćă. š. 3, 235{243 (1995). Şŕřőźěŋŋżľ ćăřĺăŋš: Łćăŋš. 1987. Â7. 48{52.

[17] Croot III E. S., Dobbs D. E., Friedlander J. B., Hetzel A. J., Pappalardi F. Binary Egyptian fractions. [18] Łćăŋš Â10 (1986), ğăďăůă Ň989, 35{36. Łšő ăćšőř?

[19] Erd-os P., Graham R. L. Old and new problems and results in combinatorial number theory. 1980.