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ÒÎËÊÍÎÂÅÍÈß äâèæóùèõñÿ òåë
ïðèñóùè âñåì óðîâíÿì Ìèðîçäà-
íèÿ � îò ìèêðîñêîïè÷åñêîãî äî

êîñìè÷åñêîãî, ïîýòîìó óäàðíûå ÿâëå-
íèÿ âåñüìà ìíîãîîáðàçíû. Â äèíàìè-
êå èçó÷àþò âëèÿíèå ñîóäàðåíèé íà äâè-
æåíèå ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì. Ýòà çàäà-
÷à ïðèâëåêëà âíèìàíèå ìíîãèõ
èçâåñòíûõ ó÷åíûõ, âêëþ÷àÿ Õ. Ãþéãåí-
ñà, È. Íüþòîíà, Æ. Äàëàìáåðà, Ñ. Ïó-
àññîíà, Ã.Äàðáó, Ý.Äæ.Ðàóñà, À.Ì.Ëÿ-
ïóíîâà, Í.Å. Æóêîâñêîãî, Ñ.Ï.Òèìîøåí-
êî è ìíîãèõ äðóãèõ. Ñïåöèôèêà óäàðîâ
ñîñòîèò â èõ èíòåíñèâíîñòè è ñêîðî-
òå÷íîñòè. Äàííîå ñâîéñòâî ìîæåò îêà-
çàòüñÿ è ïîëåçíûì, êàê ïðè çàáèâêå
ñâàé, äîáû÷å ðóäû èëè èãðå â ìÿ÷, è
îïàñíûì, êàê ïðè òðàíñïîðòíûõ ïðî-
èñøåñòâèÿõ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîáëåìà
óäàðà âàæíà íå òîëüêî äëÿ òåîðåòè-
êîâ, íî è äëÿ êîíñòðóêòîðîâ, àâòîëþ-
áèòåëåé, ñïîðòñìåíîâ è äð.

ÏÎÄÕÎÄÛ Â ÒÅÎÐÈÈ ÓÄÀÐÀ

Ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ óäàð-
íûå ñèëû � îòêëèê íà äåôîðìàöèè,
âîçíèêàþùèå âáëèçè ïëîùàäêè êîíòàê-
òà è âîëíîîáðàçíî ðàñïðîñòðàíÿþùèå-
ñÿ â äàííûõ òåëàõ. Ìàòåìàòè÷åñêèå
ìîäåëè îòðàæàþò ýòîò ïðîöåññ ñ áîëü-
øåé èëè ìåíüøåé ïîëíîòîé. Â êëàññè-
÷åñêîé òåîðèè óäàðà äåôîðìàöèè íå
ó÷èòûâàþòñÿ è ïðîáëåìà ñâîäèòñÿ ê
îïðåäåëåíèþ èíòåãðàëüíûõ õàðàêòåðèñ-
òèê óäàðíûõ ñèë � èõ èìïóëüñîâ. Â
îñíîâå ýòîé òåîðèè ëåæàò çàêîíû ìåõà-
íèêè è íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå ãè-
ïîòåçû.

Ðàññìîòðèì äëÿ ïðèìåðà ïðîñòåé-
øóþ çàäà÷ó î ïðÿìîì óäàðå äâóõ øàðîâ

Àëåêñàíäð Ïàâëîâè÷ Èâàíîâ,
äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñ-
êèõ íàóê, ïðîôåññîð êàôåäðû
ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè Ìîñ-
êîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî
òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà
èì.Í.Ý.Áàóìàíà. Îáëàñòü íà-
ó÷íûõ èíòåðåñîâ � àíàëèòè-
÷åñêàÿ ìåõàíèêà, òåîðèÿ ìå-
õàíè÷åñêîãî óäàðà.
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Êîýôôèöèåíò âîññòàíîâëåíèÿ e â
ôîðìóëå (2), êàê ýêñïåðèìåíòàëüíî óñ-
òàíîâèë Íüþòîí, çàâèñèò îò ìàòåðèàëà
øàðîâ è ëåæèò â ïðåäåëàõ îò íóëÿ äî
åäèíèöû1.

Âîëíîâàÿ òåîðèÿ óäàðà, âîñõîäÿ-
ùàÿ ê Á.Ñåí-Âåíàíó, íàèáîëåå ïîëíî
îïèñûâàåò íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå ñî-
óäàðÿåìûõ òåë. Â åå îñíîâå ëåæàò äî-
âîëüíî ñëîæíûå óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè-
÷åñêîé ôèçèêè, äîïóñêàþùèå òî÷íîå
ðåøåíèå ëèøü â èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷à-
ÿõ, íàïðèìåð â çàäà÷å î ïðîäîëüíîì
ñîóäàðåíèè äâóõ ñòåðæíåé. Â îáùåì
ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèå âîëíîâîé òåîðèè

íåöåëåñîîáðàçíî, â ÷àñòíîñòè, ñ åå
ïîìîùüþ íå óäàåòñÿ ðåøèòü ðàññìîò-
ðåííóþ âûøå çàäà÷ó îá óäàðå øàðîâ.

Êîìïðîìèññîì ìåæäó ýòèìè äâóìÿ
êðàéíèìè ïîäõîäàìè ñëóæàò ìîäåëè, ÷à-
ñòè÷íî ó÷èòûâàþùèå äåôîðìàöèè. Èäåþ
òàêèõ ìåòîäîâ ïðåäëîæèë Äàëàìáåð, êî-
òîðûé ìûñëåííî ïîìåùàë ìàëåíüêóþ
ïðóæèíêó (äåôîðìèðóåìûé ýëåìåíò) â
òî÷êó óäàðíîãî êîíòàêòà (ðèñ.1, ñïðàâà).
Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïðîáëå-
ìà óäàðà ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ îáûêíî-
âåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ÷òî
íå ïðåäñòàâëÿåò ïðèíöèïèàëüíûõ òðóäíî-
ñòåé. Â âûøåïðèâåäåííîì ïðèìåðå èäå-
àëüíàÿ ïðóæèíêà íå ðàññåèâàåò ýíåðãèþ,
ïîýòîìó óäàð áóäåò àáñîëþòíî óïðóãèì.
Äîáàâëÿÿ ê ïðóæèíêå äåìïôåð, ïîëó÷èì
ñîîòíîøåíèå (2). Ïîäáèðàÿ õàðàêòåðèñ-
òèêè äåôîðìèðóåìîãî ýëåìåíòà â ñîîò-
âåòñòâèè ñ ïðèðîäîé ñîóäàðÿåìûõ òåë,
ìîæíî óòî÷íèòü ðåøåíèå.

ÑÎÓÄÀÐÅÍÈÅ ÍÅÑÊÎËÜÊÈÕ ÒÅË

Âûøå ðå÷ü øëà îá èäåàëüíîé ñè-
òóàöèè, êîãäà ñîóäàðÿåìûå òåëà ñâîáîä-
íû. Â ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ îíè îáû÷íî
ñâÿçàíû ñ äðóãèìè òåëàìè ïðè ïîìîùè
êàêèõ-ëèáî òåõíè÷åñêèõ ïðèñïîñîáëåíèé
èëè îïèðàþòñÿ íà äðóãèå òåëà ïîä äåé-
ñòâèåì ïðèëîæåííûõ ñèë. Ïðè ñòîëêíî-
âåíèè íåñâîáîäíûõ òåë óäàðíûå ÿâëå-
íèÿ îõâàòûâàþò òàêæå è ñâÿçàííûå ñ
íèìè òåëà. Óäàð, â êîòîðîì ó÷àñòâóþò
íåñêîëüêî òåë, íàçûâàþò êðàòíûì.

Ïåðâûå èññëåäîâàíèÿ êðàòíûõ óäà-
ðîâ îòíîñÿòñÿ ê ñåðåäèíå ÕVIII â., îíè
ñîïóòñòâîâàëè îïðåäåëåíèþ çàêîíîâ
ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ. Â
÷àñòíîñòè, È.Áåðíóëëè2 ðàññìîòðåë çà-

Ðèñ.1. Ïðîñòåéøàÿ çàäà÷à îá óäàðå. Ñëåâà:
øàðû ìàññîé m1 è m2 äî ñîóäàðåíèÿ èìåþò
ñêîðîñòè v�

1
 è v�

2
, òðåáóåòñÿ íàéòè èõ ñêî-

ðîñòè ïîñëå óäàðà. Ñïðàâà: äîáàâëåíèå
âîîáðàæàåìîãî óïðóãîãî ýëåìåíòà.

1 Íüþòîí È. Ìàòåìàòè÷åñêèå íà÷àëà íàòóðàëüíîé
ôèëîñîôèè // Ñîáð. òðóä. àêàä. À.Í.Êðûëîâà. Ì.;Ë.,
1936. Ò.7. Ñ.1�676.

Ðèñ.2. Çàäà÷à È.Áåðíóëëè îá óäàðå äâèæó-
ùåãîñÿ øàðà ïî ñèììåòðè÷íîé ñèñòåìå íå-
ïîäâèæíûõ øàðîâ.

2 Áåðíóëëè È. Èçáðàííûå ñî÷èíåíèÿ ïî ìåõàíèêå.
Ì.;Ë., 1937.
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äà÷ó îá óäàðå äâèæóùåãîñÿ øàðà ïî
ñèììåòðè÷íîé ñèñòåìå äâóõ èëè áîëåå
íåïîäâèæíûõ øàðîâ (ðèñ.2). Ê.Ìàêëîðåí
ðåøàë àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó áåç ïðåäïî-
ëîæåíèÿ î ñèììåòðèè. Îêàçàëîñü, ÷òî
ïðè êëàññè÷åñêîì ïîäõîäå ê ïðîáëåìå
êðàòíîãî óäàðà ïîòðåáîâàëèñü íåêîòî-
ðûå äîïîëíèòåëüíûå ãèïîòåçû, íå âñå-
ãäà ôèçè÷åñêè îáîñíîâàííûå. Íàïðèìåð,
äëÿ êàæäîé èç óäàðíûõ ïàð èñïîëüçîâà-
ëèñü ñîîòíîøåíèÿ òèïà (2). Íåàäåêâàò-
íîñòü äàííîãî ìåòîäà ìîæíî ïðîäåìîí-
ñòðèðîâàòü íà ïðèìåðå êîëëèíåàðíîãî
ñîóäàðåíèÿ òðåõ îäèíàêîâûõ øàðîâ
(ðèñ.3). Êàê ïîêàçûâàåò ýêñïåðèìåíò,
ïîñëå óäàðà ïåðâûé è âòîðîé øàðû
îñòàþòñÿ íåïîäâèæíûìè, à òðåòèé øàð
îòëåòàåò îò íèõ (ðèñ.3, â ñåðåäèíå).
Ïîñêîëüêó íà÷àëüíàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ñêî-
ðîñòü âòîðîãî è òðåòüåãî øàðîâ ðàâíà
íóëþ, òî äëÿ íèõ êîýôôèöèåíò âîññòà-
íîâëåíèÿ áåñêîíå÷íî âåëèê, â òî æå
âðåìÿ äëÿ ïåðâîé ïàðû îí áëèçîê ê
íóëþ. Ñ ôèçè÷åñêîé æå òî÷êè çðåíèÿ
îáå ïàðû ðàâíîïðàâíû, çíà÷èò, è êîýô-
ôèöèåíòû äîëæíû áûòü ðàâíû.

Äàëàìáåð ïðèìåíèë ê ïðîáëåìå
êðàòíîãî óäàðà ìåòîä äåôîðìèðóåìûõ
ýëåìåíòîâ è óêàçàë íà êà÷åñòâåííûå
îòëè÷èÿ ïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ îò âû-
âîäîâ êëàññè÷åñêîé òåîðèè. Ïðèìå÷à-
òåëüíî ñëåäóþùåå åãî âûñêàçûâàíèå, íå
ïîòåðÿâøåå àêòóàëüíîñòè ïî ñåé äåíü:
«Êàê ìíîãî åùå îñòàåòñÿ íåðåøåííûõ
ïðîáëåì, îòíîñÿùèõñÿ ê çàêîíàì óäàðà
òåë, è êàê äàëåêî åùå äî òîãî, ÷òîáû
âåñü âîïðîñ ìîæíî ñ÷èòàòü èñ÷åðïàí-
íûì òåìè ìíîãî÷èñëåííûìè ãåîìåòðà-
ìè, êîòîðûå çàíèìàëèñü èì äî ñåãî
âðåìåíè. Ýòè ãåîìåòðû, â êîíöå êîí-
öîâ, èññëåäîâàëè ëèøü íàèáîëåå ïðî-
ñòûå è íàèáîëåå ðåäêî âñòðå÷àþùèåñÿ
ñëó÷àè»3.

Â äàëüíåéøåì â ñâÿçè ñ ðàçâèòè-
åì ëàãðàíæåâîé ìåõàíèêè ôîðìàëüíûé
ïîäõîä ê ïðîáëåìå êðàòíîãî óäàðà îá-
ðåë âòîðîå äûõàíèå. Â êîíöå ÕIÕ â.
Ï.Àïïåëü âûâåë óðàâíåíèÿ óäàðà â ñèñ-
òåìå ñ èäåàëüíûìè ñâÿçÿìè. Ôèçè÷åñêè
èäåàëüíîñòü îçíà÷àåò îòñóòñòâèå òðåíèÿ
â ñî÷åòàíèè ñ àáñîëþòíîé æåñòêîñòüþ
îãðàíè÷åíèé. Íàïðèìåð, â çàäà÷å îá
óäàðå ìàÿòíèêà î ñòåíêó (ðèñ.4) ñêî-
ðîñòü â òî÷êå ïîäâåñà ñ÷èòàåòñÿ íóëå-
âîé, à èçìåíåíèå óãëîâîé ñêîðîñòè âû-
÷èñëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè ôîðìóëû (2).

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ àíàëîãè÷íûé
ìåòîä ïðèìåíÿåòñÿ è äëÿ èññëåäîâàíèÿ
ñëîæíûõ ñèñòåì, âêëþ÷àþùèõ áîëüøîå
÷èñëî óäàðíûõ ïàð è íåèäåàëüíûå ñâÿ-
çè4. Ïðè ýòîì èãíîðèðóþòñÿ íå òîëüêî
çàìåòíûå ðàñõîæäåíèÿ ñ ýêñïåðèìåíòà-
ìè, íî è ëîãè÷åñêèå ïðîòèâîðå÷èÿ, ïðè-
ñóùèå äàííîìó ïîäõîäó. Òàê, À.Ì.Ôîð-

Ðèñ.3. Òðîéíîå êîëëèíåàðíîå ñîóäàðåíèå. Ñëåâà: íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå, â ñåðåäèíå: ðå-
çóëüòàò ñîóäàðåíèÿ â ñëó÷àå ñîâåðøåííî îäèíàêîâûõ øàðîâ, ñïðàâà: ðåçóëüòàò óäàðà
ðåçèíîâîãî øàðà ïî äâóì ñòàëüíûì.

Ðèñ.4. Ïðèìåð ñòåñíåííîãî óäàðà: ìàÿòíèê,
íàëåòàþùèé íà ñòåíêó.

3 Äàëàìáåð Æ. Äèíàìèêà. Ì.;Ë., 1950.
4 Âèòòåíáóðã É. Äèíàìèêà ñèñòåì òâåðäûõ òåë. Ì.,
1980; Preiffer F., Glocker Ch. Multibody dynamics
with unilateral contacts. N.Y., 1996.
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ìàëüñêèé îáíàðóæèë, ÷òî çàäà÷à îá óäà-
ðå äâóçâåííîãî øàãàþùåãî ìåõàíèçìà
î øåðîõîâàòóþ îïîðó (ðèñ.5) ìîæåò íå
èìåòü ðåøåíèÿ èëè èìåòü íåñêîëüêî
ðåøåíèé.

Âîëíîâàÿ òåîðèÿ óäàðà è ìåòîä
äåôîðìèðóåìûõ ýëåìåíòîâ èñïîëüçîâà-
ëèñü äëÿ èçó÷åíèÿ êîíêðåòíûõ ñèñòåì,
îäíàêî ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû íå ïîä-
âåðãëèñü òåîðåòè÷åñêîìó îáîáùåíèþ.
Çàêîíîìåðíîñòè êðàòíûõ óäàðîâ áûëè
ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèé, ïðîâîäèâøèõ-
ñÿ ïîä ðóêîâîäñòâîì àâòîðà.

Î ÌÅÒÎÄÀÕ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß

Ïðåæäå âñåãî íàì ïðåäñòîÿëî îï-
ðåäåëèòü îñíîâíûå ïðèçíàêè ñèñòåì ñ
êðàòíûìè óäàðàìè äëÿ èõ êëàññèôèêà-
öèè. Èçó÷èâ ïóáëèêàöèè ïî ïðîáëåìå,
ìû ïðèøëè ê âûâîäó, ÷òî ãëàâíàÿ õàðàê-
òåðèñòèêà óäàðà � ÷èñëî çàäåéñòâîâàí-
íûõ â íåì óäàðíûõ ïàð, ò.å. ïàð ñòàëêè-
âàþùèõñÿ äðóã ñ äðóãîì òåë ñ íåíóëå-
âûìè ñêîðîñòÿìè. Íàïðèìåð, â ñèñòåìå
íà ðèñ.2 òàêèõ ïàð äâå, à íà ðèñ.3 �
òîëüêî îäíà, õîòÿ â îáîèõ ñëó÷àÿõ â
óäàðå ó÷àñòâóþò ïî òðè òåëà. Äàëåå,
êàæäàÿ èç óäàðíûõ ïàð õàðàêòåðèçóåòñÿ
ñâÿçÿìè ìåæäó åå ýëåìåíòàìè è äðóãè-
ìè òåëàìè, âõîäÿùèìè â ñèñòåìó. Ýòè
ñâÿçè ìîãóò äîïóñêàòü îòíîñèòåëüíîå
âðàùåíèå, ñêîëüæåíèå èëè ðàçäåëåíèå
òåë, ïðè÷åì ñêîëüæåíèå ìîæåò ñîïðî-
âîæäàòüñÿ òðåíèåì.

Ñëåäóþùèì ýòàïîì ÿâèëîñü ïîñò-
ðîåíèå áàçîâûõ ìîäåëåé êðàòíîãî óäà-
ðà, ïî âîçìîæíîñòè ïðîñòûõ è ðàçíîîá-
ðàçíûõ, ÷òî ïîçâîëèëî áû îõâàòèòü âñå

òèïè÷íûå ðåàëüíûå ñëó÷àè. Ê èõ ÷èñëó
îòíîñÿòñÿ: ìàÿòíèê (ñôåðè÷åñêèé èëè
ôèçè÷åñêèé)5, óäàðÿþùèéñÿ î ñòåíêó
(ðèñ.4), êîëëèíåàðíàÿ ñèñòåìà (ðèñ.3),
ñèñòåìà Áåðíóëëè (ðèñ.2) è äð.

Íå ðàñïîëàãàÿ ñëîæíûì îáîðóäî-
âàíèåì, ìû ðåøèëè îãðàíè÷èòüñÿ ïðè
èññëåäîâàíèè ýòèõ ìîäåëåé ïðîñòûìè
ýêñïåðèìåíòàìè, à òàêæå àíàëèòè÷åñ-
êèìè è ÷èñëåííûìè ðàñ÷åòàìè, íå òðå-
áóþùèìè áîëüøèõ ìàòåðèàëüíûõ çàò-
ðàò. Íàðÿäó ñ âûøåóïîìÿíóòîé êëàññè-
÷åñêîé òåîðèåé óäàðà è ìåòîäîì
äåôîðìèðóåìûõ ýëåìåíòîâ áûëè èñ-
ïîëüçîâàíû íåêîòîðûå ìåòîäû ñòàòèñ-
òè÷åñêîé ìåõàíèêè.

ÑÒÅÑÍÅÍÍÛÉ ÓÄÀÐ

Ïîíÿòèå ñòåñíåííîãî óäàðà îõâà-
òûâàåò ñèñòåìû ñ îäíîé óäàðíîé ïàðîé
ïðè íàëè÷èè äîïîëíèòåëüíûõ ñâÿçåé.
Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé íå-
êîòîðûõ áàçîâûõ ìîäåëåé ñòåñíåííîãî
óäàðà.

1. Çàäà÷à î ôèçè÷åñêîì ìàÿòíèêå,
ñîóäàðÿþùåìñÿ ñ ìàññèâíîé ñòåíêîé,
ââèäó ñâîåé êàæóùåéñÿ ïðîñòîòû ñ÷è-
òàåòñÿ ó÷åáíîé. ×àñòíûì åå ñëó÷àåì
ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíàÿ çàäà÷à � ïëîñêèé
ìàÿòíèê ñ îäíîé íåïîäâèæíîé òî÷êîé O
(ðèñ.4). Ïðè òðàäèöèîííîì êëàññè÷åñ-
êîì ïîäõîäå ïîäâåñ ñ÷èòàþò àáñîëþòíî
æåñòêèì, òàê ÷òî ñèñòåìà èìååò åäèí-
ñòâåííóþ � âðàùàòåëüíóþ � ñòåïåíü
ñâîáîäû. Èçìåíåíèå óãëîâîé ñêîðîñòè
îïèñûâàþò ïðè ýòîì ôîðìóëîé òèïà (2).

Áðîñàåòñÿ â ãëàçà íåäîñòàòîê òà-
êîãî ðåøåíèÿ, çàêëþ÷àþùèéñÿ â íåðàâ-
íîïðàâíîì îòíîøåíèè ê òî÷êå ïîäâåñà
O è òî÷êå êîíòàêòà ñî ñòåíêîé C: â
ïåðâîé èç íèõ ñêîðîñòü ñ÷èòàåòñÿ íåèç-
ìåííîé (ðàâíîé íóëþ), âî âòîðîé �
ïåðåìåííîé. Òàê êàê êîíòàêòíûå ñèëû
âîçíèêàþò ïðè óäàðå â îáåèõ ýòèõ òî÷-
êàõ, òî äàííîå äîïóùåíèå ìîæíî îïðàâ-

Ðèñ.5. Äâóçâåííûé øàãàþùèé ìåõàíèçì.

5 Ñôåðè÷åñêèé ìàÿòíèê � òåëî ñ îäíîé íåïîäâèæíîé
òî÷êîé � âðàùàåòñÿ âîêðóã ýòîãî öåíòðà è èìååò òðè
âðàùàòåëüíûå ñòåïåíè ñâîáîäû.
Ôèçè÷åñêèé ìàÿòíèê � òåëî ñ äâóìÿ íåïîäâèæíûìè
òî÷êàìè � âðàùàåòñÿ âîêðóã îñè è èìååò òîëüêî îäíó
âðàùàòåëüíóþ ñòåïåíü ñâîáîäû.
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äàòü ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà ñòåíêà ñäåëà-
íà èç ãîðàçäî ìåíåå æåñòêîãî ìàòåðè-
àëà, íåæåëè ìàÿòíèê (íàïðèìåð, ðåçèíà
ïðîòèâ ñòàëè). Â îáùåì ñëó÷àå ìàëûå
äåôîðìàöèè ìàÿòíèêà îáóñëîâëèâàþò
äâèæåíèå îáåèõ òî÷åê O è C.

Áîëåå ðåàëèñòè÷íóþ ìîäåëü ìîæ-
íî ïîñòðîèòü, ìûñëåííî ïîìåñòèâ äå-
ôîðìèðóåìûå ýëåìåíòû â òî÷êè O è C.
Íàïðèìåð, îíè ìîãóò áûòü êîìáèíàöèåé
ïðóæèíîê è äåìïôåðîâ, õàðàêòåðèñòèêè
êîòîðûõ ïîäáèðàþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ
ôèçè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ñèñòåìû. Òà-
êàÿ ìîäåëü îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé îáûê-
íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
øåñòîãî ïîðÿäêà, êîòîðóþ íåòðóäíî
ïðîèíòåãðèðîâàòü, âîñïîëüçîâàâøèñü
ñîîòâåòñòâóþùèìè ïðîãðàììàìè ïåðñî-
íàëüíîãî êîìïüþòåðà. Âû÷èñëåíèÿ ïðî-
âîäèëèñü äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé êîí-
ñòðóêòèâíûõ ïàðàìåòðîâ, è îêàçàëîñü,
÷òî íà õîä óäàðà ñóùåñòâåííî âëèÿþò
òàêæå ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ñèñòå-
ìû. Ñëåäîâàòåëüíî, êîýôôèöèåíò âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ óãëîâîé ñêîðîñòè çàâèñèò
íå òîëüêî îò èñïîëüçóåìûõ ìàòåðèàëîâ
(êàê åãî ïîíèìàë Íüþòîí), íî è îò ðàñ-
ïîëîæåíèÿ òî÷åê O è C ïî îòíîøåíèþ ê
öåíòðó ìàññ ìàÿòíèêà G. Ýòîò êîýôôè-
öèåíò äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî
(âû÷èñëåííîãî Íüþòîíîì) çíà÷åíèÿ ïðè
âûïîëíåíèè ñïåöèôè÷åñêèõ ãåîìåòðè-
÷åñêèõ óñëîâèé (òàê íàçûâàåìûõ óñëî-
âèé öåíòðà óäàðà), ãàðàíòèðóþùèõ îò-
ñóòñòâèå óäàðíîé «îòäà÷è» â òî÷êå
ïîäâåñà O. Äëÿ äðóãèõ êîíôèãóðàöèé
âåëè÷èíà ýòîãî êîýôôèöèåíòà áóäåò
ìåíüøå, ÷òî îáóñëîâëåíî äèññèïàöèåé
ýíåðãèè â øàðíèðíîì ïîäâåñå. Îêàçà-
ëîñü, ÷òî òàêèå ïîòåðè ìîãóò äîñòèãàòü
ïîëîâèíû ïåðâîíà÷àëüíîé êèíåòè÷åñêîé
ýíåðãèè ìàÿòíèêà.

Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû
è ïðè èññëåäîâàíèè äðóãèõ ñëó÷àåâ ñî-
óäàðåíèÿ ìàÿòíèêà ñ ãëàäêîé èëè øåðî-
õîâàòîé ñòåíêîé.

2. Ìàÿòíèê ñ ïîäâèæíîé òî÷êîé
ïîäâåñà, ñîóäàðÿþùèéñÿ ñ ïðåïÿòñòâè-
åì, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áîëåå ñëîæíóþ
ñèñòåìó, íåæåëè ïðåäûäóùàÿ. Åå ðàç-
ëè÷íûå âàðèàíòû, êîãäà òî÷êà O ìîæåò
ñêîëüçèòü âäîëü íåêîòîðîé ëèíèè èëè
ïîâåðõíîñòè, èçó÷àëèñü ðàçëè÷íûìè àâ-

òîðàìè â ñâÿçè ñ ïðîáëåìàìè äâóíîãîé
õîäüáû, ñåéñìè÷åñêîé áåçîïàñíîñòè
êîíñòðóêöèé è ïð. Ïðè ýòîì, êàê ïðàâè-
ëî, èñïîëüçîâàëñÿ êëàññè÷åñêèé ïîäõîä,
è áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ çàäà÷à îá óäàðå
ìîæåò ñòàòü íåîïðåäåëåííîé.

Ïóñòü, íàïðèìåð, òî÷êà ïîäâåñà O
ñêîëüçèò âäîëü øåðîõîâàòîé íàïðàâëÿ-
þùåé l, à ïîâåðõíîñòü ïðåïÿòñòâèÿ â
òî÷êå C ãëàäêàÿ (ðèñ.6). Êàê ïîêàçûâàþò
ðàñ÷åòû ïî ôîðìóëàì ñòåðåîìåõàíèêè,
äëÿ çíà÷åíèé a = b = 1, h = 10, J = 0.81
(ìîìåíò èíåðöèè îòíîñèòåëüíî öåíòðà
ìàññ G äëÿ òåëà åäèíè÷íîé ìàññû),
µ = 0.22 (êîýôôèöèåíò òðåíèÿ) èìåþòñÿ
òðè ðåøåíèÿ çàäà÷è îá óäàðå: äëÿ îä-
íîãî èç íèõ òî÷êà ïîäâåñà îñòàåòñÿ íå-
ïîäâèæíîé, äëÿ äâóõ äðóãèõ îíà íà÷èíà-
åò ñêîëüçèòü âïðàâî, ïðè÷åì íàïðàâëå-
íèÿ íîðìàëüíîé ðåàêöèè â òî÷êå O
ïðîòèâîïîëîæíû6.

Ïîäîáíûå ïðèìåðû ñâèäåòåëüñòâó-
þò î âåñüìà ñåðüåçíîì íåäîñòàòêå êëàñ-
ñè÷åñêîãî ïîäõîäà ê çàäà÷àì î ñòåñíåí-

Ðèñ.6. Ñîóäàðåíèå ñ ïðåïÿòñòâèåì ìàÿòíè-
êà, èìåþùåãî ïîäâèæíóþ òî÷êó ïîäâåñà.
G � öåíòð ìàññ, C � òî÷êà êîíòàêòà ñ
ïðåïÿòñòâèåì.

6 Èâàíîâ À.Ï. Äèíàìèêà ñèñòåì ñ ìåõàíè÷åñêèìè
ñîóäàðåíèÿìè. Ì., 1997.
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íîì óäàðå � åãî ìàòåìàòè÷åñêîé íå-
êîððåêòíîñòè. Íå èìåÿ âîçìîæíîñòè
îòîáðàòü èñòèííîå ðåøåíèå (à èíîãäà è
ïîñòðîèòü õîòÿ áû îäíî), îñòàâàÿñü â
ðàìêàõ ýòîãî ïîäõîäà, êîíñòðóêòîð íå
ñìîæåò, î÷åâèäíî, ñïðîåêòèðîâàòü íóæ-
íûé ìåõàíèçì (è òàêèå ñèòóàöèè èìåëè
ìåñòî â äåéñòâèòåëüíîñòè).

Çàìåíÿÿ æåñòêèå êîíòàêòû äåôîð-
ìèðóåìûìè, ìîæíî óñòðàíèòü îòìå÷åí-
íûå ïàðàäîêñû. Ñîîòâåòñòâóþùèå ðàñ-
÷åòû, ïîêàçûâàþùèå âëèÿíèå îòíîñè-
òåëüíîé êîíòàêòíîé æåñòêîñòè â ïîäâåñå
è îïîðå, áûëè ïðîâåäåíû ó÷àñòíèêàìè
ïðîåêòà. Â ÷àñòíîñòè, áûëî îïðåäåëåíî
è èñòèííîå ðåøåíèå äëÿ âûøåïðèâåäåí-
íîãî ïðèìåðà: òî÷êà Î ñêîëüçèò âïðàâî,
à íîðìàëüíàÿ ðåàêöèÿ íàïðàâëåíà ââåðõ.

3. Êðàòíûé êîëëèíåàðíûé óäàð.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ïðÿìîì óäàðå â
ñèñòåìå òðåõ (èëè áîëåå) îäèíàêîâûõ
øàðîâ, öåíòðû êîòîðûõ ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé (ðèñ.3). Çäåñü äëÿ îïðåäåëåíèÿ
òðåõ íåèçâåñòíûõ (ñêîðîñòåé ïîñëå óäà-
ðà) ìû èìååì åäèíñòâåííîå óðàâíåíèå,
àíàëîãè÷íîå (1):
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Äàæå åñëè äîáàâèòü ê ýòîìó óðàâ-
íåíèþ ïðåäïîëîæåíèå î ñîõðàíåíèè
ýíåðãèè (àáñîëþòíî óïðóãèé óäàð), ìû
íå ñìîæåì íàéòè åäèíñòâåííîå ðåøå-
íèå çàäà÷è. Ââåäåíèå íüþòîíîâñêèõ êî-
ýôôèöèåíòîâ âîññòàíîâëåíèÿ ïîçâîëÿ-
åò â ïðèíöèïå ðåøèòü çàäà÷ó, îäíàêî
ðåçóëüòàò ñîâåðøåííî íåðåàëèñòè÷åí
(ñì. âûøå îïèñàíèå ñèòóàöèè, èçîáðà-
æåííîé íà ðèñ.3, â ñåðåäèíå). Áîëåå
òîãî, çàìåíÿÿ îäèí èç øàðîâ íà áîëåå
æåñòêèé èëè, íàîáîðîò, íà áîëåå äåôîð-
ìèðóåìûé, ìû áóäåì ïîëó÷àòü ýêñïåðè-
ìåíòàëüíî ðàçíûå ðåçóëüòàòû. Â ÷àñò-
íîñòè, ïðè óäàðå ðåçèíîâûì øàðîì ïî
äâóì ñòàëüíûì îêàæåòñÿ, ÷òî ïîñëåäíèå
íå ðàçäåëÿþòñÿ (ðèñ.3, ñïðàâà). Ðåà-
ëèçóåìû è ïðîìåæóòî÷íûå ñëó÷àè ìåæ-
äó ýòèìè äâóìÿ êðàéíèìè.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå îáñóæäà-
åìîé çàäà÷è íåâîçìîæíî áåç ó÷åòà äå-
ôîðìàöèé. Ìû ïîñòðîèëè ñîîòâåòñòâó-
þùèå ìîäåëè è ïðîâåëè èõ ÷èñëåííûé

àíàëèç, ïîêàçàâøèé ýôôåêòèâíîñòü èñ-
ïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà äåôîðìèðóåìûõ
ýëåìåíòîâ7.

Ðàññìîòðåííûå òðè áàçîâûå ìîäå-
ëè ñòåñíåííîãî óäàðà âàæíû äëÿ ïîíè-
ìàíèÿ çàêîíîìåðíîñòåé òàêîãî óäàðà â
áîëåå ñëîæíûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåìàõ.

ÊÐÀÒÍÛÉ ÓÄÀÐ

Îáñóæäàâøóþñÿ âûøå çàäà÷ó î
ñòåñíåííîì óäàðå ìîæíî îõàðàêòåðèçî-
âàòü êàê ðåãóëÿðíóþ, òàê êàê ïðè íàäëå-
æàùåì ïîäõîäå îêàçàëîñü âîçìîæíûì
ïîñòðîèòü åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Óäè-
âèòåëüíî, ÷òî â ñèñòåìàõ ñ íåñêîëüêèìè
óäàðíûìè ïàðàìè òàêàÿ ðåãóëÿðíîñòü
(èëè ìàòåìàòè÷åñêàÿ êîððåêòíîñòü), êàê
ïðàâèëî, îòñóòñòâóåò âíå çàâèñèìîñòè
îò èñïîëüçóåìîãî ìåòîäà!

Ïîÿñíèì ýòîò íàø íåîæèäàííûé
âûâîä íà ïðèìåðå çàäà÷è Áåðíóëëè
(ðèñ.2). Ñàì Áåðíóëëè ïðåäëîæèë ðå-
øåíèå, äëÿ êîòîðîãî ñèììåòðèÿ ñèñòå-
ìû øàðîâ ïîñëå óäàðà ñîõðàíÿåòñÿ.
Îäíàêî íà ïðàêòèêå òàêîé ðåçóëüòàò
ìîæíî ïîëó÷èòü ëèøü ïðè óñëîâèè îáåñ-
ïå÷åíèÿ òî÷íîñòè ïîïàäàíèÿ íà óðîâíå
âåëè÷èíû êîíòàêòíûõ äåôîðìàöèé ïðè
óäàðå (äëÿ áèëëèàðäíûõ øàðîâ � íå-
ñêîëüêî ìèêðîí), ÷òî âðÿä ëè ðåàëüíî.
Ìàëûå îòêëîíåíèÿ îò ñèììåòðèè ïðè-
âåäóò ê òîìó, ÷òî óäàðû äâèæóùåãîñÿ
øàðà ïî íåïîäâèæíûì ïðîèçîéäóò íå
îäíîâðåìåííî, à ïîñëåäîâàòåëüíî, ñ
ìàëûì ïðîìåæóòêîì âðåìåíè ìåæäó
äâóìÿ óäàðàìè. Ïîñëå ïåðâîãî èç íèõ
áüþùèé øàð èçìåíèò ñêîðîñòü, ïîýòî-
ìó âòîðîé óäàð áóäåò ñóùåñòâåííî îò-
ëè÷àòüñÿ îò ïåðâîãî. Â ÷àñòíîñòè, åñëè
âñå òðè øàðà èäåíòè÷íû, ïðè÷åì íåïîä-
âèæíûå øàðû ïåðâîíà÷àëüíî ñîïðèêà-
ñàþòñÿ, òî ïîñëåäíèå ïîñëå óäàðà íà÷-
íóò äâèãàòüñÿ ñî ñêîðîñòÿìè, îòíîøå-
íèå êîòîðûõ áëèçêî ê äâóì.

Çäåñü ïî ñóùåñòâó ìû èìååì äâà
ðàâíîâåðîÿòíûõ ðåøåíèÿ çàäà÷è â çà-
âèñèìîñòè îò òîãî, êîòîðàÿ èç óäàðíûõ
ïàð âêëþ÷àåòñÿ ïåðâîé. Äëÿ ñèñòåìû ñ

7 È â à í î â  À.Ï. // ÏÌÌ. 1997. Ò.61. Âûï.3.
Ñ.355�358.
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òðåìÿ (èëè áîëåå) óäàðíûìè ïàðàìè
÷èñëî âåòâåé ðåøåíèÿ ìîæåò áûòü ñêîëü
óãîäíî áîëüøèì, ïðè÷åì èõ âåðîÿòíîñ-
òè íå îáÿçàòåëüíî ðàâíû. Ñ êà÷åñòâåí-
íîé òî÷êè çðåíèÿ òàêèå ñèñòåìû àíàëî-
ãè÷íû áðîøåííîé ìîíåòå èëè èãðàëü-
íîé êîñòè � ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò
îïðåäåëÿåòñÿ ñëó÷àéíûìè, íå ïîääàþ-
ùèìèñÿ ó÷åòó ôàêòîðàìè. Ðåøåíèå ïî-
íèìàåòñÿ â ñòàòèñòè÷åñêîì ñìûñëå: íå-
îáõîäèìî íàéòè âîçìîæíûå èñõîäû è
îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü êàæäîãî èç íèõ.
Äëÿ ýòîãî ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîä ñòà-
òèñòè÷åñêîãî àíñàìáëÿ, ñóòü êîòîðîãî
ñîñòîèò â îäíîâðåìåííîì ðàññìîòðåíèè
áîëüøîãî ÷èñëà îäèíàêîâûõ ñèñòåì,
ðàçëè÷àþùèõñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.
Ýòî îòëè÷èå ìîæåò áûòü îïèñàíî çàòåì
ïðè ïîìîùè ïîíÿòèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿò-
íîñòè, ÷òî è ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü òðå-
áóåìûå õàðàêòåðèñòèêè êðàòíîãî óäàðà.

Òàêîå ìíîãîçíà÷íîå ïîâåäåíèå
ñèñòåì ñ íåñêîëüêèìè óäàðíûìè ïàðà-
ìè âåñüìà íåæåëàòåëüíî íà ïðàêòèêå:
íàïðèìåð, îíî ìîæåò ïðèâåñòè ê ïîòå-
ðå óñòîé÷èâîñòè ñàìîëåòà ïðè ïîñàäêå
èëè çäàíèé ïðè çåìëåòðÿñåíèè. Ïîýòî-
ìó áûëî èíòåðåñíî èññëåäîâàòü âîçìîæ-
íîñòè ïîäàâëåíèÿ âëèÿíèÿ ñëó÷àéíûõ
ôàêòîðîâ íà ðåçóëüòàò óäàðà. Áûëî îá-
íàðóæåíî8, ÷òî ñóùåñòâóþò êèíåòè÷åñêè
íåçàâèñèìûå óäàðíûå ïàðû, äëÿ êîòî-

ðûõ èìïóëüñû íå çàâèñÿò îò ïîðÿäêà
âêëþ÷åíèÿ, è íàéäåíû óñëîâèÿ òàêîé
íåçàâèñèìîñòè. Òàê, â ïðèìåðå íà ðèñ.4
ýòè óñëîâèÿ ñîâïàäàþò ñ óñëîâèÿìè
öåíòðà óäàðà, à â çàäà÷å Áåðíóëëè îíè
âûðàæàþò îðòîãîíàëüíîñòü ðàäèóñîâ,
ïðîâåäåííûõ èç öåíòðà áüþùåãî øàðà
â òî÷êè óäàðíîãî êîíòàêòà ñ íåïîäâèæ-
íûìè øàðàìè. Â ïðèíöèïå íåçàâèñèìî-
ñòè óäàðíûõ ïàð ìîæíî äîñòè÷ü äâîÿêî:
ëèáî çà ñ÷åò ðàçäåëåíèÿ èõ äîïîëíè-
òåëüíûìè óñòðîéñòâàìè òèïà ðåññîð,
ëèáî çà ñ÷åò íàäëåæàùåãî âûáîðà ãåî-
ìåòðè÷åñêèõ è ìåõàíè÷åñêèõ ïàðàìåò-
ðîâ ñèñòåìû.

Ïðåäñòàâëåííûå çäåñü ðåçóëüòàòû
èññëåäîâàíèÿ ïðîáëåìû óäàðà â ñèñòå-
ìàõ òâåðäûõ òåë ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü
íå êàê çàâåðøåíèå ïóòè, à êàê åãî ðàç-
âèòèå â íîâîì íàïðàâëåíèè. Îñíîâíîé
íåäîñòàòîê ñóùåñòâóþùèõ ìîäåëåé ìå-
õàíè÷åñêîãî óäàðà ñîñòîèò â òîì, ÷òî
îòñóòñòâóþò ôîðìóëû, ïîçâîëÿþùèå
âûðàçèòü óäàðíûé èìïóëüñ ÷åðåç òå èëè
èíûå ôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû, òàêèå êàê
ìîäóëü Þíãà, êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà è
ò.ä. Ìû ñäåëàëè ïîïûòêó ñóçèòü ýòó
áðåøü ñ ïîçèöèé ìàòåìàòèêè è ñ íà-
äåæäîé îæèäàåì âñòðå÷íîãî øàãà îò
ôèçèêîâ.

Ðàáîòà âûïîëíÿëàñü ïðè ïîääåðæêå
Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ
èññëåäîâàíèé (ïðîåêòû 93-013-17228
è 96-01-01440).8 Îí æå. // Òàì æå. 1995. Ò.59. Âûï.6. Ñ.930�946.


