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Ñî ñòóäåí÷åñêèõ ëåò ìíå
çàïîìíèëîñü îáðàçíîå
îïèñàíèå ïðîöåññà ïîçíà-

íèÿ ìèðà, êîòîðîå ÿ ïðî÷èòàë ó
Ã.Ñïåíñåðà, ëþáèìîãî ôèëîñî-
ôà ãåðîåâ-èíòåëëåêòóàëîâ Äæå-
êà Ëîíäîíà. Ñïåíñåð ñðàâíèâàë
ïðîöåññ ïîëó÷åíèÿ íîâûõ çíà-
íèé ñ ðàñøèðÿþùåéñÿ ñôåðîé:
âíóòðåííîñòü ñôåðû çàïîëíåíà
óæå èçâåñòíûìè íàì çíàíèÿìè,
òî÷êè âíå ñôåðû ñîîòâåòñòâóþò
òåì ñâîéñòâàì îêðóæàþùåãî íàñ
ìèðà, î êîòîðûõ ìû ïîêà íå äî-
ãàäûâàåìñÿ, è ïîýòîìó ìû íå
ìîæåì äàæå ñòàâèòü î íèõ âî-
ïðîñû, à âîïðîñû ìîæíî çàäà-
âàòü ëèøü â òî÷êàõ ñôåðû, ò.å.
íà ãðàíèöå çíàíèÿ è íåçíàíèÿ.
Èñòîðèÿ ïðîáëåìû �êóçíå÷íûõ
ìåõîâ�, î êîòîðîé ìû õîòèì ðàñ-
ñêàçàòü, � î÷åíü õîðîøàÿ èëëþ-
ñòðàöèÿ ýòîé ìûñëè Ñïåíñåðà.

Ñ ÷åãî âñå
íà÷èíàëîñü

Ïðîáëåìà �êóçíå÷íûõ ìåõîâ�
ïîÿâèëàñü â òåîðèè èçãèáàíèé
ìíîãîãðàííèêîâ, è ìû íà÷íåì ñ
èçëîæåíèÿ îñíîâíûõ ïîíÿòèé
ýòîé òåîðèè.

Èçãèáàíèåì ìíîãîãðàííèêà
íàçûâàåòñÿ òàêàÿ íåïðåðûâíàÿ
åãî äåôîðìàöèÿ, ïðè êîòîðîé èç-
ìåíÿåòñÿ õîòÿ áû îäèí èç äâó-
ãðàííûõ óãëîâ ïðè ðåáðàõ, íî

ãðàíè îñòàþòñÿ êîíãðóýíòíûìè
(ðàâíûìè) èñõîäíûì. Èíà÷å ãî-
âîðÿ, â òåîðèè èçãèáàíèé ãðàíè
ìíîãîãðàííèêà ðàññìàòðèâàþòñÿ
êàê àáñîëþòíî òâåðäûå ïëàñòèí-
êè, ñïîñîáíûå âðàùàòüñÿ âîêðóã
ðåáåð è âåðøèí. Íà �èíæåíåð-
íîì� ÿçûêå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
âäîëü ðåáåð ãðàíè èìåþò øàð-
íèðíûå ñâÿçè, à âåðøèíû ìíîãî-

ãðàííèêà ñ÷èòàþòñÿ ñôåðè÷åñêè-
ìè øàðíèðàìè. Åñëè ìíîãîãðàí-
íèê äîïóñêàåò äåôîðìàöèþ òàêî-
ãî âèäà, îí íàçûâàåòñÿ èçãèáàå-
ìûì, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íå-
èçãèáàåìûì.

Ïðîñòåéøèé ïðèìåð èçãèáà-
íèÿ ìíîãîãðàííèêà � îòêðûòèå
èëè çàêðûòèå êíèãè ñ òâåðäîé îá-
ëîæêîé (ìíîãîãðàííèê ìîæåò

Âòîðàÿ ìîëîäîñòü 
ôîðìóëû Ãåðîíà, 
èëè Ïî÷åìó êóçíå÷íûå ìåõà íåëüçÿ
ñäåëàòü â ôîðìå ìíîãîãðàííèêîâ

È.Õ.Ñàáèòîâ

Èäæàä Õàêîâè÷ Ñàáèòîâ, äîêòîð ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,  äîöåíò êàôåäðû
ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ìåõàíèêî-ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Ìîñêîâñêîãî ãî-
ñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èì.Ì.Â.Ëî-
ìîíîñîâà. Îáëàñòü íàó÷íûõ èíòåðåñîâ �
äèôôåðåíöèàëüíàÿ è äèñêðåòíàÿ ãåîìåò-
ðèÿ, â òîì ÷èñëå ïðîáëåìà èçãèáàíèÿ è
èçîìåòðè÷åñêèõ ïîãðóæåíèé ìíîãîãðàííè-
êîâ.  Ëàóðåàò ìåæäóíàðîäíîãî êîíêóðñà
èì.Í.È.Ëîáà÷åâñêîãî (1997).
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èìåòü êðàé). Ïðèìåðû ïîñëîæ-
íåå: òðåõãðàííûé óãîë íåèçãèáà-
åì, à n-ãðàííûé óãîë ïðè n>3 èç-
ãèáàåì è èìååò n�3 ñòåïåíè ñâî-
áîäû äåôîðìàöèé. Åñëè ìíîãî-
ãðàííèê åùå ñëîæíåå, è îñîáåí-
íî åñëè îí çàìêíóòûé, ò.å. íå
èìååò êðàÿ, èññëåäîâàíèå åãî
èçãèáàåìîñòè � óæå ñëîæíàÿ
ìàòåìàòè÷åñêàÿ çàäà÷à, òàê êàê
èçãèáàíèÿ âñåõ ìíîãîãðàííûõ óã-
ëîâ ïðè âåðøèíàõ äîëæíû áûòü
ñîãëàñîâàíû ìåæäó ñîáîé. Ïåð-
âûé çíà÷èòåëüíûé ðåçóëüòàò â
òåîðèè èçãèáàíèé ìíîãîãðàííè-
êîâ ïîëó÷èë Î.Êîøè, ÷üÿ çíàìå-
íèòàÿ òåîðåìà (1813) óòâåðæäà-
åò, ÷òî ëþáîé âûïóêëûé ìíîãî-
ãðàííèê íåèçãèáàåì. Âîïðîñ î
òîì, áûâàþò ëè çàìêíóòûå ìíî-
ãîãðàííèêè èçãèáàåìûìè, äîëãîå
âðåìÿ îñòàâàëñÿ îòêðûòûì.
Ëèøü â 1897 ã. áåëüãèéñêèé èíæå-
íåð Ð.Áðèêàð äîêàçàë, ÷òî ñóùå-
ñòâóþò èçãèáàåìûå îêòàýäðû
(ñõåìó ñòðîåíèÿ îêòàýäðà ñì. íà
ðèñ.1), è äàë ïîëíóþ èõ êëàññè-
ôèêàöèþ. Îêàçàëîñü, ÷òî åñòü
òðè òèïà èçãèáàåìûõ îêòàýäðîâ.
Äàäèì äëÿ ïðèìåðà îïèñàíèå îê-
òàýäðîâ ïåðâîãî òèïà.

Ïóñòü ÷åòûðåõóãîëüíèê L:
ABCD (îí ìîæåò áûòü è ïðîñòðàí-
ñòâåííûì) èìååò ïîïàðíî ðàâíûå
ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû
AB=CD è BC=DA. Òîãäà ëåãêî ïî-
êàçàòü, ÷òî ó íåãî âñåãäà åñòü îñü
ñèììåòðèè p, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç
ñåðåäèíû äèàãîíàëåé AC è BD

(åñëè ÷åòûðåõóãîëüíèê L ïëîñêèé,
òî îí � ïàðàëëåëîãðàìì ñ îñüþ
ñèììåòðèè p, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé
ïåðïåíäèêóëÿðíî åãî ïëîñêîñòè).
Âîçüìåì â ïðîñòðàíñòâå ïðîèç-
âîëüíóþ òî÷êó N , íå ëåæàùóþ íà
îñè ñèììåòðèè, è, ñîåäèíèâ åå ñî
âñåìè âåðøèíàìè L, ïîëó÷èì ÷å-
òûðåõãðàííûé óãîë P: NABCD, êî-
òîðûé, êàê áûëî ñêàçàíî, èçãèáà-
åì. Ïóñòü N� � òî÷êà, ñèììåòðè÷-
íàÿ N îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé p.
Ïîñòðîèì ÷åòûðåõãðàííûé óãîë
P�:N�ABCD è ñêëåèì P è P� âäîëü
îáùåãî êðàÿ L. Íîâûé çàìêíóòûé
ìíîãîãðàííèê NABCDN� áóäåò
èìåòü òàêîé æå çàêîí ñîåäèíåíèÿ
ãðàíåé, êàê è îêòàýäð íà ðèñ.1.
Ïðè èçãèáàíèè ÷àñòè P ÷àñòü P�
èçãèáàåòñÿ òàê, ÷òî òî÷êà N� âñå
âðåìÿ ïåðåìåùàåòñÿ ñèììåòðè÷-
íî N îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé
îñè ñèììåòðèè ÷åòûðåõóãîëüíèêà
L, ò.å. îáå ÷àñòè èçãèáàþòñÿ ñî-
ãëàñîâàííî. Èòàê, îêòàýäð
NABCDN� (ðèñ.2) îêàçûâàåòñÿ èç-
ãèáàåìûì.

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ïîñòðî-
åííûé ìíîãîãðàííèê èìååò ñàìî-
ïåðåñå÷åíèÿ; ýòî æå âåðíî è äëÿ
îñòàëüíûõ òèïîâ áðèêàðîâñêèõ
îêòàýäðîâ. È õîòÿ ïîñëå Áðèêà-
ðà èññëåäîâàíèÿ èçãèáàåìûõ îê-
òàýäðîâ ðàçíûìè äðóãèìè ìåòî-
äàìè ïðîäîëæàëèñü, íî ãëàâíîãî
ðåçóëüòàòà � ïðèìåðà èçãèáàå-
ìîãî è âëîæåííîãî â ïðîñòðàíñò-
âî (ò.å. íå èìåþùåãî ñàìîïåðå-

ñå÷åíèé) ìíîãîãðàííèêà âñå íå
áûëî è íå áûëî. Áîëåå òîãî, â
1974 ã. àìåðèêàíñêèé ìàòåìàòèê
Ã.Ãëàê äîêàçàë, ÷òî â íåêîòîðîì
ñìûñëå ïî÷òè âñå ìíîãîãðàííèêè
íåèçãèáàåìû, è ïîýòîìó ïîèñê
âëîæåííîãî èçãèáàåìîãî ìíîãî-
ãðàííèêà ñ÷èòàëñÿ ïî÷òè áåçíà-
äåæíûì. Òåì íå ìåíåå â 1977 ã.
Ð.Êîííåëëè1 èç Êîðíåëüñêîãî
óíèâåðñèòåòà (ÑØÀ) ñóìåë ïîñò-
ðîèòü òàêîé ìíîãîãðàííèê �
âåñüìà ñëîæíóþ êîíñòðóêöèþ ñ
18 âåðøèíàìè2.

Âñêîðå ïîñëå Êîííåëëè íå-
ìåöêèé ìàòåìàòèê Ê.Øòåôåí
ïðåäëîæèë åùå îäèí ìíîãîãðàí-
íèê, âñåãî ñ 9 âåðøèíàìè, êîòî-
ðûé äî ñèõ ïîð îñòàåòñÿ ñàìûì
ïðîñòûì ïðèìåðîì âëîæåííîãî
èçãèáàåìîãî ìíîãîãðàííèêà.
Èäåÿ åãî ïîñòðîåíèÿ ñëåäóþ-
ùàÿ. Óäàëèâ èç áðèêàðîâñêîãî
îêòàýäðà 1-ãî òèïà äâå ãðàíè
ABN� è BCN�, ïîëó÷èì èçãèáàå-
ìûé ìíîãîãðàííèê Q1 áåç ñàìî-
ïåðåñå÷åíèé, íî ñ êðàåì ABCN�
(ðàññòîÿíèå BN� ïîñòîÿííî êàê
äëèíà ðåáðà BN� â èñõîäíîì îê-
òàýäðå). Áåðåì òî÷íî òàêîé æå
ýêçåìïëÿð ìíîãîãðàííèêà Q2=Q1

è ñêëåèâàåì åãî ïî ðåáðàì AB è
AN� ñ Q1. Èçãèáàÿ Q1 è Q2, ðàçâî-
äèì âåðøèíû C∈Q1 è C∈Q2 (âðà-

ùàÿ èõ âîêðóã ïðÿìîé BN�). Çà-
ôèêñèðóåì íîâûå ïîëîæåíèÿ
ýòèõ âåðøèí C1∈Q1 è C2∈Q2 è ïå-

ðåîáîçíà÷èì òàê æå íîâûå ïîëî-
æåíèÿ äâóõ äðóãèõ âåðøèí, ïîä-
âåðãøèõñÿ ïåðåìåùåíèÿì, � N1,
N2 è D1, D2. Îêàçûâàåòñÿ, íîâûé
ìíîãîãðàííèê ñ 4-óãîëüíûì êðà-
åì C1BC2N� ìîæíî èçãèáàòü òàê,
÷òî ðàññòîÿíèå C1C2 áóäåò îñòà-
âàòüñÿ ïîñòîÿííûì! Ïîýòîìó åãî
êðàé ìîæíî çàêðûòü êðûøêîé,
ñîñòîÿùåé èç òðåóãîëüíèêîâ
C1BC2 è C2N�C1. Îäíàêî ïîëó÷åí-

Ðèñ.1.  Ìîäåëü âûïóêëîãî 
îêòàýäðà.

Ðèñ.2.  Èçãèáàåìûé îêòàýäð Áðè-
êàðà,  èìåþùèé 
ñàìîïåðåñå÷åíèÿ.

1 C o n n e l l y  R . // Publications
Mathematiques, I.H.E.S. 1978. V.47. P.333�338.
2 Êàæäûé èññëåäîâàòåëü çíàåò, êàê ïñèõîëîãè-
÷åñêè âàæíî áûòü óâåðåííûì, ÷òî ïîèñê èñòè-
íû âåäåòñÿ â íóæíîì íàïðàâëåíèè. Íàñêîëüêî
íåîïðåäåëåííîé áûëà âîçìîæíîñòü íàõîæäå-
íèÿ èçãèáàåìîãî ìíîãîãðàííèêà, âèäíî õîòÿ áû
èç òîãî, ÷òî âñåãî çà äâà-òðè ãîäà äî ïîñòðîå-
íèÿ ñâîåãî ïðèìåðà Êîííåëëè ñåðüåçíî èñêàë
ïîäõîäû ê äîêàçàòåëüñòâó íåèçãèáàåìîñòè
âñåõ âëîæåííûõ ìíîãîãðàííèêîâ.
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íûé ìíîãîãðàííèê áóäåò âëîæåí-
íûì íå âñåãäà, à òîëüêî ïðè îï-
ðåäåëåííûõ ñî÷åòàíèÿõ äëèí
ñòîðîí. Íà ðèñ.3 äàíà ðàçâåðò-
êà, èç êîòîðîé ìîæíî ñêëåèòü
âëîæåííûé ìíîãîãðàííèê Øòå-
ôåíà èç ëèñòà ôîðìàòà À4.

Îòìåòèì, ÷òî ïðèìåðó Øòå-
ôåíà óæå áîëåå 20 ëåò, íî âî-
ïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè èçãèáàå-
ìîãî ìíîãîãðàííèêà áåç ñàìîïå-
ðåñå÷åíèé ñ ìåíüøèì (÷åì äå-
âÿòü) ÷èñëîì âåðøèí ïîêà îñòà-
åòñÿ îòêðûòûì.

Ïî÷òè ñðàçó æå ïîñëå ïîñòðî-
åíèÿ èçãèáàåìûõ ìíîãîãðàííè-
êîâ îáíàðóæèëîñü, ÷òî âñå îíè
îáëàäàþò óäèâèòåëüíûì ñâîéñò-
âîì: â õîäå èçãèáàíèÿ èõ îáúåì
îñòàåòñÿ íåèçìåííûì. Íåèçâå-
ñòíî, êòî çàìåòèë ýòî ñâîéñòâî
ïåðâûì. Â àâãóñòå 1978 ã. íà
Ìåæäóíàðîäíîì ìàòåìàòè÷åñ-
êîì êîíãðåññå â Õåëüñèíêè Êîí-
íåëëè âûñêàçàë ãèïîòåçó (ñî
ññûëêîé íà Ä.Ñóëëèâàíà) î òîì,
÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ îáùèì äëÿ
âñåõ èçãèáàåìûõ ìíîãîãðàííè-
êîâ. Åå ñïðàâåäëèâîñòü îçíà÷à-
ëà áû, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêè èäå-
àëüíûå èçãèáàåìûå ìíîãîãðàí-
íèêè ñ îòâåðñòèåì íà îäíîé èëè
íåñêîëüêèõ ãðàíÿõ íåëüçÿ èñ-
ïîëüçîâàòü êàê êóçíå÷íûå ìåõà.
Äåéñòâèòåëüíî, ïî èçâåñòíîìó
çàêîíó Áîéëÿ�Ìàðèîòòà
pv=const (p � äàâëåíèå, v �
îáúåì) ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ïðè èçãè-
áàíèè ìíîãîãðàííèêà äàâëåíèå
âíóòðè íåãî èçìåíÿòüñÿ íå
äîëæíî, ïîýòîìó âîçäóõ íè âõî-
äèòü, íè âûõîäèòü èç íåãî íå áó-
äåò3. Âîò ïî÷åìó Êîííåëëè è íà-
çâàë ïðîáëåìó ïîñòîÿíñòâà îáú-
åìà èçãèáàåìîãî ìíîãîãðàííèêà
ãèïîòåçîé �êóçíå÷íûõ ìåõîâ�
(�the bellows conjecture�).

Ïîïûòêè ðåøåíèÿ
ïðîáëåìû

Èòàê, ïîêà íå áûëî èçâåñòíî
íè îäíîãî ïðèìåðà èçãèáàåìûõ
ìíîãîãðàííèêîâ, íèêòî íå çàäó-
ìûâàëñÿ íàä òàêèì ãèïîòåòè÷åñ-
êè âîçìîæíûì èõ ñâîéñòâîì (âîò
îíî, ìóäðîå íàáëþäåíèå ñòàðè-
êà Ñïåíñåðà!). Íî î÷åíü ñêîðî
ïîñëå ñâîåãî ïîÿâëåíèÿ ãèïîòå-

çà �êóçíå÷íûõ ìåõîâ� ñòàëà ñ÷è-
òàòüñÿ îäíîé èç ñàìûõ êðàñèâûõ
è ïðèòÿãàòåëüíûõ çàäà÷, è ìíî-
ãèå �èçãèáàëüùèêè� òàéíî èëè
ÿâíî èñêàëè ïîäõîäû ê åå ðåøå-
íèþ. Ãëàâíàÿ òðóäíîñòü � íå
áûëî íèêàêîé óâåðåííîñòè â
ñïðàâåäëèâîñòè ãèïîòåçû. Ïî-
âèäèìîìó, ìíîãèå ñêëîíÿëèñü ê
ìûñëè, ÷òî îíà íåâåðíà, è èñêà-
ëè êîíòðïðèìåðû. Ïðè ýòîì áû-
ëè è êóðüåçíûå ñëó÷àè. Ðàññêà-
çûâàþò, ÷òî íà Çàïàäå íà îäíîé
èç íàó÷íûõ âûñòàâîê êàê îïðî-
âåðæåíèå ýòîé ãèïîòåçû äåìîí-
ñòðèðîâàëè ìîäåëü �èçãèáàåìî-
ãî� ìíîãîãðàííèêà, èç êîòîðîé
ïðè åå äåôîðìàöèè ñî ñâèñòîì
âûõîäèë âîçäóõ, òàê ÷òî íà íåé
ìîæíî áûëî èãðàòü, êàê íà âî-
ëûíêå. Íî ïîçæå âûÿñíèëîñü,
÷òî â ìàòåìàòè÷åñêîì ñìûñëå

ìîäåëü íåèçãèáàåìà, à åå �èçãè-
áàíèÿ� � ñëåäñòâèå ðàñòÿæåíèÿ
ìàòåðèàëà. Èç ñåðüåçíûõ ïîïû-
òîê ìîæíî óïîìÿíóòü äâå ðàáî-
òû íîâîñèáèðñêîãî ìàòåìàòèêà
Â.À.Àëåêñàíäðîâà. Â ïåðâîé èç
íèõ4 îí âû÷èñëÿë ñêîðîñòü èç-
ìåíåíèÿ (ò.å. ïðîèçâîäíóþ) îáú-
åìà ìíîãîãðàííèêà â íà÷àëüíûé
ìîìåíò äåôîðìàöèè, ïðåäñòàâ-
ëÿþùåé ëèíåéíóþ àïïðîêñèìà-
öèþ (àíàëîã äèôôåðåíöèàëà)
èçãèáàíèÿ. Åñëè áû ñêîðîñòü
ðàâíÿëàñü íóëþ, ìû èìåëè áû
äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû, òàê
êàê ëþáîé ìîìåíò èçãèáàíèÿ
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íà-
÷àëüíûé, è ôóíêöèÿ (îáúåì),
èìåþùàÿ íóëåâóþ ïðîèçâîäíóþ
â ëþáîé òî÷êå, áóäåò, êîíå÷íî,
ïîñòîÿííîé. Óâû, îêàçàëîñü, ÷òî
â îáùåì ñëó÷àå ýòî íå òàê
(Àëåêñàíäðîâ ïðèâåë ñîîòâåòñò-
âóþùèé ïðèìåð), è ïîýòîìó
äàëüíåéøèå ïîèñêè ïîëîæè-
òåëüíîãî ðåøåíèÿ ïðîáëåìû
�êóçíå÷íûõ ìåõîâ� â ðàìêàõ ýòîé
èäåè ïîòðåáîâàëè áû ïðèâëå÷å-
íèÿ ïðîèçâîäíûõ âûñøèõ ïîðÿä-
êîâ îò äåôîðìàöèè èçãèáàíèÿ. Â

Ðèñ.3.  Ðàçâåðòêà ìíîãîãðàííèêà Øòåôåíà.

3 Ëþáîïûòíî îòìåòèòü, ÷òî Ñóëëèâàí ïðîâîäèë
îïûò èìåííî òàêîãî ðîäà: îí íàïîëíÿë âíóò-
ðåííîñòü èçãèáàåìîãî ìíîãîãðàííèêà òàáà÷-
íûì äûìîì è óáåæäàëñÿ, ÷òî ïðè èçãèáàíèè
ìíîãîãðàííèêà äûì èç íåãî íå âûõîäèò; ïîçæå
îäíèì ïîïóëÿðèçàòîðîì íàóêè ýòî íàáëþäåíèå
îáðàçíî áûëî ñôîðìóëèðîâàíî òàê: ìíîãî-
ãðàííèêè ìîãóò äâèãàòüñÿ, íî íå ìîãóò äû-
øàò ü.
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îñíîâå âòîðîé ðàáîòû Àëåêñàí-
äðîâà5 ëåæàëè ñëåäóþùèå ñîîá-
ðàæåíèÿ: âñå èçâåñòíûå ïðèìå-
ðû èçãèáàåìûõ ìíîãîãðàííèêîâ
òàê èëè èíà÷å îñíîâàíû íà èñ-
ïîëüçîâàíèè îêòàýäðîâ Áðèêà-
ðà, è, ìîæåò áûòü, èõ îáúåì ïî-
ñòîÿíåí èìåííî â ñèëó ýòîé ïðè-
÷èíû? Òîãäà êîíòðïðèìåð íàäî
èñêàòü ñðåäè äðóãèõ ìíîãîãðàí-
íèêîâ, íèêàê íå ñâÿçàííûõ ñ îê-
òàýäðàìè Áðèêàðà. Àëåêñàíäðîâ
ïîñòðîèë èçãèáàåìûå ìíîãî-
ãðàííèêè, ãîìåîìîðôíûå òîðó, è
âû÷èñëèë èõ îáúåìû. Îêàçà-
ëîñü, âñå îíè îñòàþòñÿ ïîñòîÿí-
íûìè â õîäå èçãèáàíèÿ! Îïðî-
âåðæåíèÿ ãèïîòåçû íå ïîëó÷è-
ëîñü, íî ïîÿâèëèñü íîâûå ïðè-
ìåðû èçãèáàåìûõ ìíîãîãðàííè-
êîâ.

Ìíîãîãðàííèêè 
è èõ îáîáùåííûå
îáúåìû

Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîíà-
äîáÿòñÿ íåêîòîðûå íîâûå ïîíÿ-
òèÿ è îïðåäåëåíèÿ. Ïðåæäå âñå-
ãî îïðåäåëèì, ÷òî òàêîå ìíîãî-
ãðàííèê ñ äàííûì êîìáèíàòîð-
íûì ñòðîåíèåì. Ïóñòü åñòü íåêî-
òîðîå ìíîæåñòâî ïëîñêèõ òðåó-
ãîëüíèêîâ (êàê â äåòñêîì íàáîðå
òèïà �Ñäåëàé ñàì�) è óêàçàíî,
êàêèå ñòîðîíû êàêèõ òðåóãîëüíè-
êîâ ñêëåèâàþòñÿ (èëè, êàê ãîâî-
ðÿò ìàòåìàòèêè, îòîæäåñòâëÿ-
þòñÿ) äðóã ñ äðóãîì. Ïðè ñêëåè-
âàíèè ñîáëþäàþòñÿ ñëåäóþùèå
ïðàâèëà: 1) îòîæäåñòâëåíèå ïðî-
õîäèò ïî âñåé ñòîðîíå, òàê ÷òî
ñêëåèâàþòñÿ ñòîðîíû ðàâíîé
äëèíû, è ïðè ýòîì óêàçûâàþòñÿ
òàêæå îòîæäåñòâëÿåìûå âåðøè-
íû (ò.å. ñêëåèâàíèÿ ñòîðîíû AB ñ
ðàâíîé åé ñòîðîíîé CD, ïðè êî-
òîðûõ A ñêëåèâàåòñÿ ñ C, B ñ D
èëè, íàîáîðîò, A ñ D, B ñ C � ýòî
äâà ðàçíûõ ñïîñîáà îòîæäåñòâ-
ëåíèÿ); 2) êàæäàÿ ñòîðîíà ÿâëÿ-
åòñÿ îáùèì ðåáðîì òîëüêî äâóõ
òðåóãîëüíèêîâ, è äâà òðåóãîëüíè-
êà ìîãóò ïðèêëåèâàòüñÿ òîëüêî
ïî îäíîé ñòîðîíå; 3) òðåóãîëüíè-

êè, êîòîðûå ïîñëå ñêëåèâàíèÿ
èìåþò îäíó îáùóþ âåðøèíó
(îáîçíà÷èì åå A), ìîæíî ïåðåíó-
ìåðîâàòü â íåêîòîðîì ïîðÿäêå
òàê, ÷òî êàæäûé ñëåäóþùèé èìå-
åò ñ ïðåäûäóùèì îáùóþ ñòîðî-
íó, èñõîäÿùóþ èç A. Ïîñëåäíèé
æå èìååò îáùóþ ñòîðîíó ñ ïðåä-
ïîñëåäíèì è ïåðâûì (ò.å. òðåó-
ãîëüíèêè ñ îáùåé âåðøèíîé ìîæ-
íî ñõåìàòè÷åñêè ðàñïîëîæèòü
êàê ñåêòîðû êðóãà, îáðàçîâàííûå
íåñêîëüêèìè ðàäèóñàìè, âûõîäÿ-
ùèìè èç öåíòðà; çàìåòüòå, ÷òî
÷èñëî ðàäèóñîâ äîëæíî áûòü íå
ìåíüøå òðåõ). Ìíîæåñòâî òðåó-
ãîëüíèêîâ ñ óêàçàííûì çàêîíîì
îòîæäåñòâëåíèÿ èõ ñòîðîí íàçû-
âàåòñÿ ðàçâåðòêîé, à çàêîí
îòîæäåñòâëåíèÿ ñòîðîí íàçûâà-
åòñÿ êîìáèíàòîðíûì ñòðîåíè-
åì ðàçâåðòêè. Òàêèì îáðàçîì,
êîìáèíàòîðíîå ñòðîåíèå ðàç-
âåðòêè ìîæíî çàäàòü ñïèñêîì
âñåõ òðåóãîëüíèêîâ è âñåõ îòîæ-
äåñòâëÿåìûõ âåðøèí è ñòîðîí.
Äëÿ êðàòêîñòè áóäåì îáîçíà÷àòü
ýòîò ñïèñîê îäíîé áóêâîé K è áó-
äåì ãîâîðèòü, ÷òî ðàçâåðòêà
èìååò êîìáèíàòîðíîå ñòðîåíèå
K.

Ìíîãîãðàííèê ñ êîìáèíàòîð-
íûì ñòðîåíèåì K ïîëó÷àåòñÿ
îòîáðàæåíèåì ðàçâåðòêè ñ êîì-
áèíàòîðíûì ñòðîåíèåì K â òðåõ-
ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî R3. Äëÿ
ýòîãî äîñòàòî÷íî îòîáðàçèòü
âåðøèíû ðàçâåðòêè â R3, ñëåäÿ
çà òåì, ÷òîáû îòîæäåñòâëÿåìûå
âåðøèíû ïåðåøëè â îäíó òî÷êó
ïðîñòðàíñòâà (ýòî è åñòü îïåðà-
öèÿ îòîæäåñòâëåíèÿ íà ïðàêòè-
êå). Çàòåì, çíàÿ èç ñïèñêà K, êà-
êèå âåðøèíû ñîåäèíåíû îòîæäå-
ñòâëÿåìûìè ñòîðîíàìè, ìû ñî-
åäèíèì â ïðîñòðàíñòâå îáðàçû
ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèí îòðåç-
êàìè è ïîëó÷èì ðåáðà ìíîãî-
ãðàííèêà (âîò îòîæäåñòâëÿåìûå
ñòîðîíû è ñêëåèëèñü âìåñòå â
îäíî ðåáðî!). Äàëåå, íà îñíîâå
òîãî æå ñïèñêà K ïî âåðøèíàì è
ñòîðîíàì ìîæåì ïîñòðîèòü ãðà-
íè ìíîãîãðàííèêà. Ðàññìàòðèâà-
åìîå îòîáðàæåíèå áóäåì óñëîâ-
íî îáîçíà÷àòü êàê P: K→R3 è åãî

îáðàç P(K) íàçîâåì ìíîãîãðàííè-
êîì ñ êîìáèíàòîðíûì ñòðîåíèåì
K. Çàìåòèì, ÷òî ïî âíåøíåìó âè-

äó òàêàÿ êîíñòðóêöèÿ ìîæåò
ñèëüíî îòëè÷àòüñÿ îò ïðèâû÷íûõ
íàì ôîðì ìíîãîãðàííèêîâ. Ñðàâ-
íèòå, íàïðèìåð, îêòàýäðû íà
ðèñ.1 è 2: îíè îáà èìåþò îäíî è
òî æå êîìáèíàòîðíîå ñòðîåíèå,
ïîýòîìó îáû÷íûé îêòàýäð íà
ðèñ.1 ìîæíî áûëî áû íàçûâàòü
êîìáèíàòîðíîé ìîäåëüþ îêòàýä-
ðà.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â P(K) ìîãóò
áûòü ñàìîïåðåñå÷åíèÿ, íåêîòî-
ðûå ãðàíè ìîãóò âûðîæäàòüñÿ â
îòðåçêè (åñëè ñëó÷àéíî âñå òðè
âåðøèíû ãðàíè îêàçàëèñü íà îä-
íîé ïðÿìîé), à ðåáðà � â òî÷êè
è ò.ä. Ñ ïåðâîãî âçãëÿäà íåÿñíî,
÷òî æå íàçûâàòü îáúåìîì òàêîãî
ñëîæíîãî îáúåêòà. Ïîýòîìó ñíà-
÷àëà íàäî îáîáùèòü ïîíÿòèå
îáúåìà. Ïóñòü êîìáèíàòîðíîå
ñòðîåíèå ðàçâåðòêè òàêîâî, ÷òî
îíà ìîæåò áûòü îðèåíòèðîâà-
íà � ãðàíèöó êàæäîãî ïëîñêîãî
òðåóãîëüíèêà ìîæíî îáîéòè òàê,
÷òîáû îáùèå ðåáðà äâóõ ñîñåä-
íèõ (ò.å. ñêëååííûõ âäîëü ýòîãî
ðåáðà) òðåóãîëüíèêîâ ïðîõîäè-
ëèñü áû â ïðîòèâîïîëîæíûõ íà-
ïðàâëåíèÿõ. Ïðî òàêèå òðåóãîëü-
íèêè ãîâîðÿò, ÷òî îíè îðèåíòèðî-
âàíû ñîãëàñîâàííî. Îðèåíòàöèþ
ãðàíåé ìíîãîãðàííèêà P(K) îïðå-
äåëÿåì, ñîõðàíÿÿ ïðè îòîáðàæå-
íèè P: K→R3 ïðàâèëà îáõîäà

òðåóãîëüíèêîâ ðàçâåðòêè. Òå-
ïåðü âñïîìíèì îïðåäåëåíèå
îáúåìà îðèåíòèðîâàííîãî (ñ çà-
äàííûì îáõîäîì îñíîâàíèÿ) òåò-
ðàýäðà. Åñëè åãî çàäàòü âåêòî-
ðàìè a, b, c, èäóùèìè èç âåðøè-
íû O â âåðøèíû A, B, C, ñîîò-
âåòñòâåííî (ðèñ.4), òî îðèåíòè-
ðîâàííûé îáúåì VT òåòðàýäðà
OABC � ñìåøàííîå ïðîèçâåäå-
íèå âåêòîðîâ a, b, c (ýòî îáû÷-
íûé îáúåì, âçÿòûé ñî çíàêîì ± â
çàâèñèìîñòè îò òîãî, ñîñòàâëÿþò
ëè âåêòîðû ïðàâóþ èëè ëåâóþ
òðîéêó).

Îáîáùåííûì îáúåìîì V îðè-
åíòèðîâàííîãî ìíîãîãðàííèêà P
íàçîâåì ñóììó îðèåíòèðîâàííûõ
îáúåìîâ Vi òåòðàýäðîâ ñ íåêîòî-
ðîé îáùåé âåðøèíîé O è ñ îñíî-
âàíèÿìè íà ñîãëàñîâàííî îðèåí-
òèðîâàííûõ ãðàíÿõ ìíîãîãðàííè-
êà, ò.å. V(P)=Σ iVi (ñóììèðîâàíèå

4 À ë å ê ñ à í ä ð î â  Â . À . // Ñèá. ìàò. æóðí.
1989. Ò.30. ¹5. Ñ.16�24.
5 Î í  æ å // Òàì æå. 1995. Ò.36. ¹6. Ñ.1215�
1224.



ïî âñåì ãðàíÿì ìíîãîãðàííèêà).
Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî çíà÷åíèå
îðèåíòèðîâàííîãî îáúåìà íà ñà-
ìîì äåëå íå çàâèñèò îò âûáîðà
òî÷êè O, è äëÿ ìíîãîãðàííèêîâ
áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé îáîáùåí-
íûé îáúåì ñîâïàäàåò ñ èõ îáû÷-
íûì îðèåíòèðîâàííûì îáúåìîì.
ßñíî, ÷òî îáîáùåííûé îáúåì
ìîæåò áûòü ðàâíûì, â ÷àñòíîñòè,
è íóëþ.

Îòâåò ïîäñêàçûâàåò
ôîðìóëà 
Ãåðîíà�Òàðòàëüÿ

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ñîîáðà-
æåíèÿ, ëåãøèå â îñíîâó íàøåãî
ïîäõîäà ê ïðîáëåìå �êóçíå÷íûõ
ìåõîâ�. Ñíà÷àëà ïîñìîòðèì, êàê
ìîæíî âû÷èñëÿòü îáúåìû ïðî-
ñòåéøèõ ìíîãîãðàííèêîâ.

Îáúåì òåòðàýäðà. Íàïîì-
íèì, ÷òî ïî èçâåñòíîé ôîðìóëå
Ãåðîíà ïëîùàäü S òðåóãîëüíèêà
âûðàæàåòñÿ ÷åðåç äëèíû åãî ñòî-
ðîí a, b, c ðàâåíñòâîì 

16S2 = (2a2b2 + 2a2c2 + 2b2c2 � �a4 �
b4 � c4).

Ñóùåñòâóåò îáîáùåíèå ýòîé
ôîðìóëû, ïîçâîëÿþùåå âû÷èñ-
ëèòü îáúåì òåòðàýäðà ÷åðåç äëè-
íû åãî ðåáåð: åñëè ó òåòðàýäðà
(ðèñ.4) äëèíû ðåáåð ðàâíû l1, l2,
l3, l4, l5, l6, òî äëÿ åãî îáúåìà V
âåðíà ôîðìóëà6

V2 = 1/144·[l1
2l5

2(l2
2 + l3

2 + l4
2 +

+ l6
2 � l1

2 � l5
2) + l2

2l6
2(l1

2 + l3
2 +

+ l4
2+ l5

2 � l2
2 � l6

2) + l3
2l4

2(l1
2 + 

l2
2 + l5

2+ + l6
2 � l3

2 �l4
2) � l1

2l2
2l4

2 �
� l2

2l3
2l5

2 � l1
2l3

2l6
2 � l4

2l5
2l6

2]. (1)

Îáîáùåííûé îáúåì V ÷åòû-
ðåõóãîëüíîé ïèðàìèäû (ðèñ.5) ñ
òðèàíãóëèðîâàííûì îñíîâàíèåì
ìîæíî âû÷èñëèòü êàê àëãåáðàè-
÷åñêóþ ñóììó îáúåìîâ V1 òåòðàý-
äðà Ap1p2p3 è V2 òåòðàýäðà
Ap1p3p4: 

V = V1±V2 ⇒ V4 �2(V1
2+V2

2)V2 +

+(V1
2�V2

2)2 = 0, 

è òàê êàê V1
2 è V2

2 âûðàæàþòñÿ ïî

ôîðìóëå (1) ÷åðåç êâàäðàòû
äëèí ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåáåð, òî
äëÿ îáîáùåííîãî îáúåìà V ÷å-
òûðåõóãîëüíîé ïèðàìèäû èìååì
ïîëèíîìèàëüíîå óðàâíåíèå: 

Q(V) = V4 + +a1(l)V2 + a2(l) =
= 0.  (2)

Òàêèì îáðàçîì, â ïðîñòåéøèõ
ñëó÷àÿõ îáîáùåííûå îáúåìû
ìíîãîãðàííèêîâ � êîðíè ïîëèíî-
ìèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ êîýôôè-
öèåíòàìè, êîòîðûå íå çàâèñÿò îò
ðàñïîëîæåíèÿ âåðøèí ìíîãî-
ãðàííèêà â ïðîñòðàíñòâå, à ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé ìíîãî÷ëåíû îò
êâàäðàòîâ äëèí åãî ðåáåð. ×èñ-
ëîâûå êîýôôèöèåíòû ýòèõ ìíî-
ãî÷ëåíîâ çàäàþòñÿ êîìáèíàòîð-
íûì ñòðîåíèåì ìíîãîãðàííèêà,
ò.å. ó ìíîãîãðàííèêîâ ñ îäèíàêî-
âûì ñòðîåíèåì óðàâíåíèå äëÿ
îáîáùåííîãî îáúåìà áóäåò îä-
íèì è òåì æå.

Âòîðîå íàáëþäåíèå áîëåå
òîíêîå, è çà íåäîñòàòêîì ìåñòà
ìû ëèøü âêðàòöå èçëîæèì åãî

ñóòü. Èç îäíîé è òîé æå ðàçâåðò-
êè ìîæíî ñêëåèòü, âîîáùå ãîâî-
ðÿ, ìíîãî ðàçíûõ ìíîãîãðàííè-
êîâ. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñðåäè
íèõ íåèçãèáàåìûå ñîñòàâëÿþò
êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, à èçãèáàå-
ìûå (åñëè îíè åñòü) ðàçáèâàþòñÿ
òîæå íà êîíå÷íîå ÷èñëî ñå-
ìåéñòâ, êàæäîå èç êîòîðûõ ñî-
ñòîèò èç ìíîãîãðàííèêîâ, ïîëó-
÷àåìûõ äðóã èç äðóãà èçãèáàíè-
åì. Çíà÷èò, åñëè ãèïîòåçà �êóç-
íå÷íûõ ìåõîâ� âåðíà, òî ìíîæå-
ñòâî çíà÷åíèé îáúåìîâ âñåõ
ìíîãîãðàííèêîâ, èìåþùèõ äàí-
íîå êîìáèíàòîðíîå ñòðîåíèå è
äàííûé íàáîð äëèí ðåáåð, äîëæ-
íî áûòü êîíå÷íûì.

Îñíîâíàÿ òåîðåìà è
åå ñëåäñòâèÿ

Íà îñíîâàíèè ýòèõ íàáëþäå-
íèé åñòåñòâåííî áûëî ïðåäïîëî-
æèòü, ÷òî ïóòü ðåøåíèÿ ïðîáëå-
ìû �êóçíå÷íûõ ìåõîâ� íå íàäî
èñêàòü â óçêèõ óñëîâèÿõ ñàìîé
çàäà÷è, êîãäà ìàòåìàòè÷åñêè
î÷åíü òðóäíî âûðàçèòü è òåì áî-
ëåå èñïîëüçîâàòü ñâîéñòâî èçãè-

Ðèñ.4.  Îðèåíòèðîâàííûé
òåòðàýäð � ýëåìåíòàðíàÿ
ôèãóðà äëÿ íàõîæäåíèÿ
îáîáùåííîãî îáúåìà
ìíîãîãðàííèêà.

Ðèñ.5.  ×åòûðåõóãîëüíàÿ
ïèðàìèäà ñ  ðàçáèåíèåì íà äâà
òåòðàýäðà.

6 Èñòîðèÿ ïîëó÷åíèÿ ýòîé ôîðìóëû çàñëóæèâà-
åò îòäåëüíîãî ðàññêàçà; çäåñü ìû îòìåòèì
òîëüêî, ÷òî óæå â XVI â. Í.Òàðòàëüÿ óìåë âû-
÷èñëÿòü îáúåì òåòðàýäðà ÷åðåç äëèíû åãî ðå-
áåð, ïîýòîìó, íà íàø âçãëÿä, ôîðìóëó (1) èñòî-
ðè÷åñêè ñïðàâåäëèâî áûëî áû íàçûâàòü ôîð-
ìóëîé Ãåðîíà�Òàðòàëüÿ, ÷òî ìû è îòðàçèëè â
ïîäçàãîëîâêå.
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áàåìîñòè èññëåäóåìîãî ìíîãî-
ãðàííèêà, à íàäî ïîïûòàòüñÿ óñ-
òàíîâèòü �êîíå÷íîçíà÷íóþ çàâè-
ñèìîñòü� îáúåìà ëþáîãî ìíîãî-
ãðàííèêà îò åãî ìåòðèêè è êîìáè-
íàòîðíîãî ñòðîåíèÿ. Òàêîå ïðåä-
ëîæåíèå áûëî âïåðâûå âûñêàçà-
íî àâòîðîì åùå â 1989 ã. è çàòåì
ðåàëèçîâàíî â ñåðèè åãî ðàáîò7 â
1995�1996 ãã. Â îêîí÷àòåëüíîì
âèäå îñíîâíàÿ òåîðåìà îá îáúå-
ìå ìíîãîãðàííèêîâ ôîðìóëèðó-
åòñÿ òàê.

Òåîðåìà. Ïóñòü [P] � ìíîæå-
ñòâî âñåõ ìíîãîãðàííèêîâ â R3,
èìåþùèõ îäèíàêîâîå êîìáèíà-
òîðíîå ñòðîåíèå K è îäèíàêîâûé
íàáîð äëèí ðåáåð (l1, ..., le), ãäå
e � ÷èñëî ðåáåð. Òîãäà ìîæíî
óêàçàòü íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí:

Q(V) = V2N + a1V2N�2 + ... + aN�1V2 +
+ aN, (3)

òàêîé, ÷òî îáîáùåííûé îáúåì
êàæäîãî ìíîãîãðàííèêà èç [P] ÿâ-
ëÿåòñÿ êîðíåì ýòîãî ìíîãî÷ëåíà,
â êîòîðîì êîýôôèöèåíòû ai (1 ≤ i

≤ N) ñàìè ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíà-

ìè îò (l1
2, ..., le

2) ñ ÷èñëîâûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè, çàâèñÿùèìè îò
êîìáèíàòîðíîãî ñòðîåíèÿ ìíîãî-
ãðàííèêà.

Èç ýòîé òåîðåìû âûòåêàþò
äâà î÷åâèäíûõ ñëåäñòâèÿ.

Ñëåäñòâèå 1. Ìíîæåñòâî çíà-
÷åíèé îáîáùåííûõ îáúåìîâ âñåõ
èçîìåòðè÷íûõ ìåæäó ñîáîé ìíî-
ãîãðàííèêîâ ñ äàííûì êîìáèíà-
òîðíûì ñòðîåíèåì è ñ äàííûì
íàáîðîì äëèí ðåáåð êîíå÷íî.

Ñëåäñòâèå 2. Îáîáùåííûé
îáúåì èçãèáàåìîãî ìíîãîãðàííè-
êà â õîäå èçãèáàíèÿ îñòàåòñÿ ïî-
ñòîÿííûì.

Äåéñòâèòåëüíî, ñ îäíîé ñòî-
ðîíû, îáúåì ìíîãîãðàííèêà ïðè
èçãèáàíèè äîëæåí èçìåíÿòüñÿ
íåïðåðûâíî, à ñ äðóãîé � ïðèíè-
ìàòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî çíà-
÷åíèé. Îáîèì óñëîâèÿì óäîâëå-
òâîðÿåò ëèøü ôóíêöèÿ, ïðèíèìà-
þùàÿ ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå, ïî-
ýòîìó óòâåðæäåíèå ãèïîòåçû

�êóçíå÷íûõ ìåõîâ� � ïðîñòîå
ñëåäñòâèå îñíîâíîé òåîðåìû,
êîòîðóþ åñòåñòâåííî èíòåðïðå-
òèðîâàòü êàê îáîáùåíèå ôîðìó-
ëû Ãåðîíà�Òàðòàëüÿ äëÿ îáúå-
ìà òåòðàýäðîâ íà îáúåìû îáùèõ
ìíîãîãðàííèêîâ.

Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìà âåðíà
è äëÿ ìíîãîãðàííèêîâ ñ íåòðåó-
ãîëüíûìè ãðàíÿìè � âåäü êàæ-
äóþ òâåðäóþ ãðàíü ìîæíî ðàç-
áèòü ñèñòåìîé äèàãîíàëåé íà
òðåóãîëüíûå ãðàíè.

Çäåñü ìû, êîíå÷íî, íå ìîæåì
èçëàãàòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðå-
ìû, ñêàæåì ëèøü, ÷òî îíî êîíñò-
ðóêòèâíîå è ïðîâîäèòñÿ ìåòîäîì
èíäóêöèè ïî ÷èñëó âåðøèí è ïî
òîïîëîãè÷åñêîìó ðîäó ìíîãî-
ãðàííèêîâ, ïðè÷åì óêàçûâàåòñÿ
ÿâíûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ èñ-
êîìîãî ïîëèíîìèàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ äëÿ ìíîãîãðàííèêîâ, íà÷è-
íàÿ ñ ïðîñòûõ ñëó÷àåâ è ïåðåõî-
äÿ ïîñòåïåííî ê áîëåå ñëîæíûì
êîìáèíàòîðíûì òèïàì. Áàçîé èí-
äóêöèè ñëóæèò ôîðìóëà (1) äëÿ
îáúåìà òåòðàýäðà.

Íåñêîëüêî ïîçæå àìåðèêàí-
ñêèå ìàòåìàòèêè Ð.Êîííåëëè è
À.Âàëüö òîæå äîêàçàëè ñóùåñò-
âîâàíèå òàêîãî ìíîãî÷ëåíà, îò-
ïðàâëÿÿñü îò òåõ æå ãåîìåòðè÷å-
ñêèõ èäåé, ÷òî è àâòîð â ñâîèõ
ðàáîòàõ, íî èñïîëüçóÿ äðóãîé àë-
ãåáðàè÷åñêèé àïïàðàò. Èõ ìåòîä
äàåò òîëüêî ñàì ôàêò ñóùåñòâî-
âàíèÿ òðåáóåìîãî ìíîãî÷ëåíà,
íî íå óêàçûâàåò ñïîñîá åãî ïîñò-
ðîåíèÿ.

Ïðèìåðû
Ïåðâûé ïðèìåð � ýòî, êî-

íå÷íî, ìíîãî÷ëåí (1) äëÿ îáúå-
ìà òåòðàýäðà. Îí èìååò äâà êîð-
íÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå äâóì ðàç-
íûì âûáîðàì îðèåíòàöèè òåòðà-
ýäðà. Ýòî óðàâíåíèå ñîäåðæèò
23 ìîíîìà (ñëàãàåìûõ).

Âòîðîé ïðèìåð äàåòñÿ áèêâà-
äðàòíûì óðàâíåíèåì (2), ñîäåð-
æàùèì óæå îêîëî äâóõ òûñÿ÷ ìî-
íîìîâ.

Ñëåäóþùèé ïî ñëîæíîñòè
ìíîãîãðàííèê � ýòî îêòàýäð,
èìåþùèé øåñòü âåðøèí (ñëó÷àé
ïÿòèóãîëüíîé ïèðàìèäû ñ òðåìÿ
òðåóãîëüíèêàìè â îñíîâàíèè ÷è-

òàòåëü ìîæåò ëåãêî ðàçîáðàòü
ñàì � äîëæåí ïîëó÷èòüñÿ ìíîãî-
÷ëåí ñòåïåíè 8). Ìíîãî÷ëåí äëÿ
îáúåìà îêòàýäðà, ïîëó÷àåìûé
ïî ìåòîäó äîêàçàòåëüñòâà îñíîâ-
íîé òåîðåìû, èìååò ñòåïåíü
1024=210. Åãî âïåðâûå íàøëà Îê-
ñàíà Ïàâëîâà â ñâîåé äèïëîì-
íîé ðàáîòå â 1991 ã. Âïîñëåäñò-
âèè À.Â.Àñòðåëèí è àâòîð ïðåä-
ëîæèëè íîâûé ñïîñîá ïîñòðîå-
íèÿ ìíîãî÷ëåíà, è ñòåïåíü ïî-
ñëåäíåãî îêàçàëàñü 16 (ôàêòè÷å-
ñêè 8, òàê êàê â íåì òîëüêî ÷åò-
íûå ñòåïåíè îáúåìà).

Êàê ïðèìåð, ïðèâåäåì ìíîãî-
÷ëåí äëÿ îáúåìà áðèêàðîâñêîãî
îêòàýäðà 1-ãî òèïà. Ïóñòü íà èçî-
áðàæåííîé íà ðèñ.1 êîìáèíàòîð-
íîé ñõåìå îêòàýäðà çàäàíû êâàä-
ðàòû äëèí ðåáåð: 

(A1B1)2 = (A2B2)2 = a, (B1A2)2 =
=(A1B2)2 = b, (NB1)2 = (SB2)2 = c,
(NB2)2 = (SB1)2 = d, (NA1)2 =
= (SA2)2 = e, (NA2)2 =(SA1)2= f, 

òîãäà óðàâíåíèå (3) äëÿ îáúåìà
èìååò âèä:

Q(v) = v8 � 4[ab(c + d + e + f � �
a � b) + cd(a + b + e + f � c � �
d) + ef(a + b + c + d � e � f) � �
eac � fad � fbc � ebd]v7 = 0.

Çäåñü ïîëîæåíî v = 36V2.
Ñðåäè ýòèõ îêòàýäðîâ åñòü îêòà-
ýäðû Áðèêàðà, è íóëåâîé êîðåíü
v = 0 ñîîòâåòñòâóåò èìåííî èõ
îáîáùåííîìó îáúåìó, íî åñòü è
íåèçãèáàåìûé ñ íåíóëåâûì îáú-
åìîì.

Äëÿ îêòàýäðà â îáùåì ïîëî-
æåíèè (ò.å. ñ 12 ðàçíûìè áóêâåí-
íûìè çíà÷åíèÿìè äëèí ðåáåð)
ìíîãî÷ëåí ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè
äëÿ îáúåìà ñîäåðæèò óæå íå-
ñêîëüêî ìèëëèîíîâ (!) ñëàãàåìûõ,
è ïîýòîìó âûïèñàòü åãî â îáùåì
âèäå, êîíå÷íî, íåëüçÿ. Íî ðàáî-
òàòü ñ íèì ìîæíî: âû ââîäèòå êîí-
êðåòíûå ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ
äëèí ðåáåð, è êîìïüþòåð âûäàåò
èñêîìûé ìíîãî÷ëåí äëÿ îáúåìà ñ
÷èñëåííûìè çíà÷åíèÿìè êîýôôè-
öèåíòîâ. Âîò ïðèìåð òàêîãî âû-
÷èñëåíèÿ, âûïîëíåííûé ñòóäåí-
òîì ÌÃÓ Ñåðãååì Ìèõàëåâûì.
Ïóñòü äëèíû ðåáåð îêòàýäðà çà-
äàíû òàê: 

7 Ñ à á è ò î â  È . Õ . // Óñïåõè ìàò. íàóê. 1995.
Ò.50. ¹2. Ñ.223�224; Î í  æ å // Ôóíäàì. è
ïðèêë. ìàòåìàòèêà. 1996. Ò.2. ¹4. Ñ.1235�
1246.
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(NA1)2=41, (NB1)2=34, (NA2)2=29,
(NB2)2=26, (SA1)2=52, (SB1)2=45,
(SA2)2=40, (SB2)2=37, (A1B1)2=25,
(B1A2)2=13, (A2B2)2=5, (B2A1)2=17. 

Òîãäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå
óðàâíåíèå äëÿ îáúåìà (ïîëîæåíî
v=36V2):
v8 � 97600v7 + 2150278656v6 �
�14733233766400v5 +
+28949731124248576v4 �
�16429559369328230400v3 +
+2673932358387945701376v2 �
�135342229652751620505600v +
+1546362629160356875862016 = 0.

Îíî èìååò âîñåìü êîðíåé [16,
64, 144, 576, 1936, 7744, 17424,
69696], êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò
16 îáúåìàì (ñî çíàêîì ±) âîñüìè
ðåàëüíî ñóùåñòâóþùèõ îêòàýä-
ðîâ ñ óêàçàííûìè äëèíàìè ðå-
áåð. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ îêòàýä-
ðîâ ñòåïåíü 16 � ìèíèìàëüíî
âîçìîæíàÿ äëÿ ìíîãî÷ëåíà Q(V),
òàê êàê íè îäèí ìíîãî÷ëåí ñòåïå-
íè ìåíüøå 16 íå ìîæåò èìåòü â
êà÷åñòâå ñâîèõ êîðíåé âñå ýòè 16
çíà÷åíèé îáúåìîâ èçîìåòðè÷íûõ
îêòàýäðîâ.

×òî äàëüøå?
Ïîëó÷åííîå îáîáùåíèå ôîð-

ìóëû Ãåðîíà�Òàðòàëüÿ îòêðû-
âàåò ñîâåðøåííî íîâûå âîçìîæ-
íîñòè äëÿ ðàáîòû ñ ìíîãîãðàííè-
êàìè. Ïðåæäå âñåãî, íå èìåÿ äà-
æå ñàìîãî ìíîãîãðàííèêà, à çíàÿ
òîëüêî åãî íàòóðàëüíóþ ðàçâåðò-
êó (ðàçâåðòêà íàçûâàåòñÿ íàòó-
ðàëüíîé, åñëè âñå òðåóãîëüíèêè
ðàçâåðòêè, è òîëüêî îíè, ñóòü áó-
äóùèå ãðàíè ìíîãîãðàííèêà), ìû
ìîæåì ñîñòàâèòü óðàâíåíèå (3)
äëÿ îáúåìà è åùå äî ïîñòðîåíèÿ
ìíîãîãðàííèêà ñêàçàòü, ÷òî çíà-
÷åíèå åãî îáúåìà äîëæíî áûòü
ñðåäè êîðíåé ýòîãî ìíîãî÷ëåíà.
Áîëåå òîãî, åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî
äëÿ âûïèñàííîãî ìíîãî÷ëåíà âñå
åãî êîðíè V2 � îòðèöàòåëüíûå
èëè êîìïëåêñíûå ÷èñëà, çíà÷èò,
èç òàêîé ðàçâåðòêè íåëüçÿ ñêëå-
èòü íè îäíîãî ìíîãîãðàííèêà.
Èòàê, ó íàñ åñòü ñïîñîá ïðîâå-
ðèòü, ìîæíî ëè ïîñòðîèòü ìíîãî-
ãðàííèê ïî çàðàíåå çàäàííîé íà-

òóðàëüíîé ðàçâåðòêå, òîëüêî íà
îñíîâå âû÷èñëåíèÿ êîðíåé ìíî-
ãî÷ëåíà äëÿ îáúåìà.

Äàëåå, ìîæíî âûâåñòè óðàâ-
íåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå â îáùåì
ñëó÷àå îïðåäåëÿòü äâóãðàííûå
óãëû ìåæäó ñêëåèâàåìûìè ãðà-
íÿìè. Âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ýòèõ
óãëîâ îêàçûâàåòñÿ êîíå÷íîå ÷èñ-
ëî; ïîñòðîåíèå ìíîãîãðàííèêà
ïî åãî ãðàíÿì íà êàæäîì øàãå
ñâîäèòñÿ ê ïðàâèëüíîìó âûáîðó
óãëà ìåæäó ñêëåèâàåìûìè ãðà-
íÿìè, è ïîýòîìó ïóòåì õîòÿ áû
ïåðåáîðà âàðèàíòîâ ìû èëè
ñêëåèì ìíîãîãðàííèê ïî åãî íà-
òóðàëüíîé ðàçâåðòêå, èëè óáå-
äèìñÿ â íåâîçìîæíîñòè ýòîãî.
Òàêèì îáðàçîì, îòêðûâàåòñÿ
ïóòü àëãîðèòìè÷åñêîãî ðåøåíèÿ
çàäà÷è î ïîñòðîåíèè ìíîãîãðàí-
íèêà ïî åãî íàòóðàëüíîé ðàç-
âåðòêå. Âñå ýòè îïåðàöèè ïî
àíàëîãèè ñ èçâåñòíûì òåðìèíîì
�ðåøåíèå òðåóãîëüíèêîâ� ëîãè÷-
íî íàçâàòü �ðåøåíèåì ìíîãî-
ãðàííèêîâ�, íî òîëüêî, êîíå÷íî,
ñ ïðèìåíåíèåì êîìïüþòåðîâ.
Ïðàâäà, âû÷èñëåíèÿ íàñòîëüêî
áîëüøèå, ÷òî ìîùíîñòè ïåðñî-
íàëüíûõ êîìïüþòåðîâ ïîêà íå
õâàòàåò äàæå äëÿ òîãî, ÷òîáû
íàéòè ìíîãî÷ëåí äëÿ îáúåìà
ìíîãîãðàííèêà Øòåôåíà. Òåì íå
ìåíåå âàæíî, ÷òî çàäà÷è ìåòðè-
÷åñêîé ãåîìåòðèè ìíîãîãðàííè-
êîâ òåïåðü ñòàíîâÿòñÿ êîíå÷íî-
âû÷èñëèìûìè â ïðèíöèïå, ïî
êðàéíåé ìåðå â òîì æå ñìûñëå,
â êàêîì øàõìàòû ÿâëÿþòñÿ êî-
íå÷íîé èãðîé.

Ìíîãîîáåùàþùèìè êàæóòñÿ
òàêæå âîçìîæíûå ïðèìåíåíèÿ
îáîáùåíèÿ ôîðìóëû Ãåðîíà�
Òàðòàëüÿ â åñòåñòâîçíàíèè. Íà-
ïðèìåð, â ìîëåêóëÿðíîé õèìèè
ñòðóêòóðà ìîëåêóë îïðåäåëÿåòñÿ
ñâÿçÿìè ìåæäó àòîìàìè, äëèíû
êîòîðûõ ÷àñòî ïîñòîÿííû, è ïî-
ýòîìó ñâÿçè ìîãóò èãðàòü ðîëü
ðåáåð. Çíàÿ èõ äëèíû, ìîæíî çà-
ðàíåå ïðåäâèäåòü âîçìîæíîå
ñòðîåíèå ìîëåêóëû, åå îáúåì,
ðàçìåðû è ò.ä., ÷òî äàñò öåííóþ
èíôîðìàöèþ î ñâîéñòâàõ èñêóñ-
ñòâåííî ñîçäàâàåìîãî ìàòåðèà-
ëà. Ôèçèêà òâåðäîãî òåëà, êðèñ-
òàëëîãðàôèÿ, òåîðèÿ ðàñòâî-
ðîâ � âîò äðóãèå ïîòåíöèàëüíûå
îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ. Ïî-âèäè-

ìîìó, è ñàìè èçãèáàåìûå ìíîãî-
ãðàííèêè � èõ ñïîñîáíîñòü èç-
ìåíÿòü ôîðìó ñ ñîõðàíåíèåì
âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ è îáúå-
ìà � îáÿçàòåëüíî äîëæíû íàéòè
êàêèå-íèáóäü ïðèìåíåíèÿ â
ñëîæíûõ êîíñòðóêöèÿõ, íàïðè-
ìåð â ïðèáîðàõ, â îðèãèíàëüíûõ
èãðóøêàõ, â õèòðîóìíûõ îáúåê-
òàõ äèçàéíà è ò.ä.

Âìåñòå ñ òåì, â ïîäòâåðæäå-
íèå Ñïåíñåðó, ìû âèäèì, ÷òî íî-
âîå çíàíèå ïðèíîñèò ìàññó íî-
âûõ âîïðîñîâ. Ïðåæäå âñåãî �
ñàìûé èíòåðåñíûé äëÿ ìàòåìà-
òèêîâ � ýòî ïðîáëåìà ïîëó÷åíèÿ
ìíîãî÷ëåíà äëÿ îáúåìà ìíîãî-
ãðàííèêîâ â ìíîãîìåðíîì ïðîñò-
ðàíñòâå; îíà íåîæèäàííî îêàçà-
ëàñü î÷åíü òðóäíîé, è çäåñü ïîêà
ïîëó÷åíû òîëüêî ñàìûå ïåðâûå
ðåçóëüòàòû. Íîâàÿ îáøèðíàÿ îá-
ëàñòü èññëåäîâàíèé � èçó÷åíèå
àëãåáðàè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìíîãî-
÷ëåíà äëÿ îáúåìà. Òàê, ïî-âèäè-
ìîìó âåðíî ñëåäóþùåå óòâåðæ-
äåíèå: åñëè ìíîãîãðàííèê èçãè-
áàåì, òî çíà÷åíèå åãî îáúåìà
ÿâëÿåòñÿ êðàòíûì êîðíåì ìíîãî-
÷ëåíà äëÿ îáúåìà (â ïðèâåäåí-
íîé ôîðìóëå äëÿ îáúåìà áðèêà-
ðîâñêîãî îêòàýäðà ýòî òàê). Âåð-
íî ëè ýòî íà ñàìîì äåëå? Â ÷åì
ñìûñë ïîðÿäêà êðàòíîñòè êîðíÿ?
ßâëÿåòñÿ ëè êàæäûé íåîòðèöà-
òåëüíûé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà âå-
ëè÷èíîé îáúåìà êàêîãî-ëèáî
äåéñòâèòåëüíî ñóùåñòâóþùåãî
ìíîãîãðàííèêà? Â ÷åì ñìûñë
êîìïëåêñíûõ è îòðèöàòåëüíûõ
êîðíåé ìíîãî÷ëåíà? Êàê íàéòè
êàíîíè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí íàè-
ìåíüøåé ñòåïåíè? (Ñåé÷àñ ìû
óìååì äåëàòü ýòî òîëüêî äëÿ
ìíîãîãðàííèêîâ ñ òîïîëîãèåé
ñôåðû.) Êàêîâû òå çàêîíû â íà-
øåì ìèðå, êîòîðûå äîïóñêàþò
âîçìîæíîñòü òàêèõ äåôîðìàöèé8

ìíîãîãðàííèêà? Ýòîò ñïèñîê âî-
ïðîñîâ ìîæíî ïðîäîëæàòü è ïðî-
äîëæàòü.

...Â òî æå ñàìîå âðåìÿ, êîãäà ÿ
ïðî÷èòàë ñïåíñåðîâñêîå ñðàâíå-
íèå ðàçâèòèÿ ïîçíàíèÿ ñ ðàñøè-
ðÿþùåéñÿ ñôåðîé, ÿ ïðèøåë ê
óíûëîìó çàêëþ÷åíèþ, ÷òî ÷åì
áîëüøå ìû óçíàåì, òåì áîëüøå
ïîÿâëÿåòñÿ íîâîé íåèçâåñòíîñòè,
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òàê êàê ïëîùàäü ãðàíèöû øàðà
çíàíèé ðàñòåò ñ ðîñòîì åãî ðàäèó-
ñà. Íî ÿ î÷åíü áûñòðî íàøåë îï-
òèìèñòè÷åñêèé âûõîä èç ýòîãî
ïåññèìèñòè÷åñêîãî íàáëþäåíèÿ.
Åñëè ðàçäåëèòü ñóììó ïðèîáðå-
òåííîãî çíàíèÿ � îáúåì øàðà �
íà êîëè÷åñòâî íîâîé íåèçâåñòíîñ-
òè � ïëîùàäü ñôåðû, � òî ýòî
îòíîøåíèå áóäåò ðàñòè ñ óâåëè÷å-
íèåì ðàäèóñà. Âîò ìû è èìååì
óìîçðèòåëüíûé àðãóìåíò, îïðàâ-
äûâàþùèé çàíÿòèÿ íàóêîé: äåéñò-
âèòåëüíî, íà ïåðâûé âçãëÿä êà-
æåòñÿ, ÷òî ÷åì áîëüøå ìû çíàåì,
òåì áîëüøå ìû íå çíàåì, íî â îò-
íîñèòåëüíîì ñðàâíåíèè ìàññà íà-
øèõ ïðèîáðåòåííûõ çíàíèé ìîíî-
òîííî ðàñòåò ïî ñðàâíåíèþ ñ íå-
çíàíèåì (à òîò ôàêò, ÷òî íåçíàíèå
çà ïðåäåëàìè ñôåðû çíàíèé âñå
ðàâíî îñòàåòñÿ áåñêîíå÷íûì, íàñ
íå äîëæíî î÷åíü òðåâîæèòü, òàê
êàê ýòî � íåçíàíèå, î êîòîðîì ìû
âîîáùå íè÷åãî íå çíàåì, è îíî
íàñ ýìîöèîíàëüíî íå òðîãàåò).
Íåñîìíåííî, è íîâàÿ ôîðìóëà
äëÿ îáúåìà ìíîãîãðàííèêà, íà ñà-
ìîì äåëå îòðàæàþùàÿ íåêîòîðûå
ãëóáèííûå ñâîéñòâà îêðóæàþùåãî
íàñ ìèðà, î÷åíü ñêîðî äîëæíà
äàòü íîâûå çíàíèÿ îá ýòîì ìèðå.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôè-
íàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèé-
ñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëü-
íûõ èññëåäîâàíèé. Ãðàíòû

93-01-00154, 96-01-00836, 99-
01-00867. 

8 Çàìåòèì, ÷òî â òðåõìåðíîì ñôåðè÷åñêîì ïðî-
ñòðàíñòâå (ñ ïîëîæèòåëüíîé ïîñòîÿííîé êðè-
âèçíîé) ýòî íå òàê: êàê ïîêàçàë Â.À.Àëåêñàíä-
ðîâ, òàì åñòü èçãèáàåìûå ìíîãîãðàííèêè ñ èç-
ìåíÿþùèìñÿ îáúåìîì.
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÷èñëà ëåñíûõ ïîæàðîâ â Ìàãàäàí-
ñêîé îáë., ïîòîìó ÷òî ñíåãà çà çèìó
âûïàëî âñåãî 30 % îò íîðìû âìåñ-
òî îáû÷íûõ äâóõñîò
ÂÃÒÐÊ.  �Âåñòè� ,  21.6 .1999

Óíèêàëüíóþ íàõîäêó � èññîõ-
øóþ êîæóðó áàíàíà � îáíàðóæèëè
àðõåîëîãè ïðè ðàñêîïêàõ â èñòîðè-
÷åñêîé ÷àñòè Ëîíäîíà (þæíåå Ëîí-
äîíñêîãî ìîñòà). Îíà íàõîäèëàñü â
ìóñîðíîé ÿìå, âûêîïàííîé åùå âî
âðåìåíà ïðàâëåíèÿ äèíàñòèè Òþ-
äîðîâ. Ïîçäíåå ÿìîé íå ïîëüçîâà-
ëèñü è ñàìî ìåñòî íè÷åì íå çàíè-
ìàëè. Âîçðàñò íàõîäêè îöåíåí â
ïÿòü ñòîëåòèé, ò.å. áàíàí áûë ñúå-
äåí çà êîðîëåâñêèì ñòîëîì Ãåíðè-
õà VIII. Ïîñêîëüêó ïëîä ýòîò ýêçîòè-

÷åñêèé è â Àíãëèþ áàíàíû ñòàëè
ïðèâîçèòü òîëüêî â íà÷àëå XIX â.,
èñòîðèêè è àðõåîëîãè çàäàþòñÿ âî-
ïðîñîì: êàêîé ìîðåïëàâàòåëü ìîã
äîñòàâèòü ýòó ýêçîòèêó ê êîðîëåâ-
ñêîìó ñòîëó?
Terre  Sauvage.  1999.  ¹143.  P.18
(Ôðàíöèÿ) .

Ôèðìà �Christies�, òîðãóþùàÿ
ïðåäìåòàìè èñêóññòâà è èñòîðèè,
âûñòàâèëà íà ïðîäàæó âåùè, ñâÿ-
çàííûå ñ íà÷àëîì ýðû îñâîåíèÿ
êîñìè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Ñðåäè
íèõ � îðàíæåâûé íåéëîíîâûé
êîìáèíåçîí � îäèí èç äåâÿòè, â
êîòîðûõ â 1960 ã. òðåíèðîâàëèñü
ñîâåòñêèå êîñìîíàâòû, ñîâåðøèâ-
øèå çàòåì îðáèòàëüíûé ïîëåò íà
êîðàáëå �Âîñòîê-1�, ïî íà÷àëüíîé
öåíå �âñåãî� 250 òûñ. äîëë.; ÷àñòü

ñêàôàíäðà, êîòîðûé áûë íà àñòðî-
íàâòå �Àïîëëîíà-15� Äæ.Èðâèíå âî
âðåìÿ åãî âûõîäà íà Ëóíó (90 òûñ.
äîëë.); êóäà äåøåâëå, â 2.5 òûñ.
äîëë., îöåíåíà ÷àñòü èçîëÿöèè îò
èëëþìèíàòîðà êîìàíäíîãî îòñåêà
�Àïîëëîíà-14�, õîòÿ íà íåé è îñòà-
âèë ñâîé àâòîãðàô àñòðîíàâò
Ý.Ìèò÷åëë; çà 4 òûñ. äîëë. ìîæíî
ïðèîáðåñòè ñòðàíè÷êó èç ïîëåòíîãî
ïëàíà ïåðâîãî ëóííîãî êîðàáëÿ
�Àïîëëîí-11�.

Ðàçóìååòñÿ, â õîäå ñàìîãî àóê-
öèîíà öåíû ïîä÷àñ çíà÷èòåëüíî
âîçðàñòàþò.
Sc ience.  1999.  V.285.  ¹5432.
P.1351 (ÑØÀ).


